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PREMIÈRE THÈSE 



SUR LES FONCTIONS 

A 

CARACTÈRE ALGÉBRIQUE 

DANS LE 

VOISINAGE DTX POINT DONNÉ 



INTRODUCTION 



Les méthodes générales de la théorie des fonctions, auxquelles se rattache- 
ront toujours les noms illustres de Cauchy^ Riemann et Weierstrass, ont 
aussi leur raison d'être en arithmétique supérieure. C'est ce que M. Hensel a 
mis très nettement en évidence dans ses cours de Berlin et dans plusieurs 
publications récentes. 

Le but de ce travail est de montrer que les recherches de ce savant éclairent 
d'un jour nouveau certains points de la théorie des fonctions algébriques et 
facilitent l'exposition de plusieurs autres. 

Dans une première partie, je m'occupe de polynômes en y, IP {y), dont les 
coefficients, séries ordonnées suivant les puissances croissantes et entières de 
{x — a), ne contiennent jamais qu'un nombre fini de termes à exposants 
négatifs. Son objet principal, dans le cas où It* [y) est indécomposable en un 
produit de polynômes de même nature, est la recherche de la forme nécessaire 
des séries y qui vérifient formellement l'égalité 

'S {y) = 0. 

Dans la seconde partie, je donne le moyen d'obtenir effectivement ces séries y, 
et je démontre qu'elles sont convergentes lorsque les coefficients de 5^ {y) le 

1 
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snnl aussi. Ces séries soat alors de véritabhss fonctions. On peut les désigner 
sous le nom de fonctions à caractère algébrique dans le voisinage de x =z a : 
de là le tilre choisi pour celte étude. 

Dan* h troisième partie enQn, je reprends la solution d'un problème fonda- 
mental pour la théorie des fonctions algébrique?. 

Alors que tant d'excellents auleurs et de si illustres savants se sont depuis 
si longtemps occupés de ces mêmes sujets, n'y a-t-il peut-être pas quelque 
présom[itLon à les aborder de nouveau ? 

Pour répondre à cette objection, on peut observer que les méthodes de 
M. Hensel sont suffisamment importantes pour qu'il ne paraisse pas inutile de 
les appliquer a'i vaste domaine des fondions algébriques. Les points de vue 
ici sont nouveaux, et les résultais, par .conséquent, obtenus par des voies 
nouvellei. 

Dans la première partie, j'ai cherché à mettre en évidence certains raison- 
nements relatif}^ à des expressions définies d'une manière formelle. C'est pour 
cela, qu'indépendamment de toute hypothèse de convergence ou de continuité, 
j'ai rêstjlu, dans les paragraphes 4 et suivants, la question posée, en introdui- 
sant un ensemble E assimilable complètement à un corps algébrique, bien que 
se^ t'iéoients n'aient qu'un sens absolument formel. Dans les trois premiers 
piragraplies, j*ai donné les règles de calcul pour les polynômes en y et exa- 
miné ccïlîiins cas de réductibilité. Ceci m'a conduit, pour les diagrammes de 
Newton (Jont l'introduction m'est personnelle dans tout le cours de ce mé- 
moire, aux propositions probablement inédites, des alinéas § 2. 5 et § 3. 3. 

L'3 caractère des deux dernières parties est tout autre. Les considérations 
formtîMea y sont abandonnées. Les résultats dans la seconde s'obtiennent en 
utilisaaL la méthode de décomposition en facteurs exposée au § 8, et c'est sur 
cette décomposition toujours possible que reposent les principales déductions 
dû la troiïîième (^). 

Les di3ux premières parties de ce mémoire m'appartiennent ; mais, dans la 
Iroisièmo, seuls l'exposition et certains points de détail me sont propres. A 
Berlin, durant le semestre d'été 1902, j'ai suivi les intéressantes leçons de 

('} Comparer les résultais dî ma secoude partie avec ceux obtenus par M. Brill dans un 
mi^îiioiie ialituié « Ueber das Verlialten e'uier Function von zwei Vcnindcrlichen in der 
Umfjcàunfj cine)' NullstcUe » {Sitzungsberichte dcr Mïuichnerakademie t. XXI). Mes re- 
clicrclies sont indépendantes des siennes, et j'étais en possession de tous mes résultats, 
iiuand, piir une courte analyse des Fortschriltc der Mathcmatiky j'ai eu connaissance du 
travail indiqué. 
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M. Hensel sur rarithmélique supérieuie (*). Les notions d'inédactibiliîé, 
d'équivalence et de décomposition en facteur, dans le domaine d'un nombre 
premier, sont ici simplement transportées. Mon ensemble E est l'analogue du 
corps que M. Hensel fait correspondre à tout nombre premier ; mais mes con- 
sidérations sont un peu différentes, et certaines des propositions établies l'ont 
été d'après MM. Dedekind et Weber. Le théorème fondamental du § 5. 3 a 
son origine dans le cours de M, Hensel ; mais ma démonstration, qui repose en 
dernier ressort sur mes propositions relatives aux diagrammes de Newton, 
est distincte de la sienne. C'est enfin par des raisonnements semblables aux 
siens qu'au § 6 j'ai pu montrer qu'il existait dans E dés expressions dont l'ordre 

par rapport à (r ^- a) était égal à - • 

La construction au § 12 d'un certain système fondamental pourar = aest 
rélément essentiel de la troisième partie. Abstraction faite'du mode d'établis- 
sement des fonctions tt, § 12. 5, cette construction est identique à celle de 
M. Hensel pour la question parallèle de Ihéorie des nombres. Pour résoudre le 
problème fondament^, je n'ai fait qu'ajouter les quelques développements 
du § 13 inutiles en arithmétique supérieure. Cette solution est inédite malgré 
ses analogies avec celle que MM. Hensel et Landsberg ont donnée dans leur 
^rand traité. Comme elle constitue une application intéressante des principales 
propositions des deux premières parties, j'ai pe«sé qu'il y aurait peut-être 
quelque avantage à la faire connaître. 

Qu'il me soit permis, en terminant, d'adresser à M. Hjnsel mes sincères 
reraercîments pour ses conseils et son bienveillant intérêt. 

(i) Le cours de M. Hensel n*a pas été publié, mais le travail inséré récemment dans le 
Journal de Crelte (t. CXXVII) et intitulé « Neue Grundlagen der Aritkmétik >> s*y rapporte 
direcUment. Ce mémoire sera bientôt suivi d'un autre touchant aux mêmes questions. 
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PREMIÈRE PARTIE 



§ !• — Les polynômes en y 9 définitions préliminaires 
et règles de calcul. 

1. — Dans le courant de ce travail, nous aurons à nous occuper de polynômes de 
la forme 

^{.y) = Aot/^-+-A,y^-l+ ... -f-A^, 

dans lesquel les coefGcients A, seront des séries ordonnées 'suivant les puissances 
croissantes et entières de [x — à) : 

(i = 0, 1, 2, ... H) 

ne contenant jamais qu'un nombre Gni de puissances négatives. Suivant que le 
coefficient Aj contiendra ou non des puissances négatives de [x — a), nous dirons que 
ce coefficient est à caractère rationnel ou entier, sous-entendant ainsi les mots : dans 
le voisinage de a? == a. Souvent aussi nous exprimerons cela plus brièvement, en disant 
simplement séries rationnelles et séries entières. 

Relativement à la convergence des séries représentées par les Ai, nous ne faisons 
dans la première partie de ce travail aucune hypothèse. Les A; peuvent ou non être des 
séries convergentes ; cela importe peu, vu le caractère purement formel des opérations 
que nous allons développer. 

Aux expressions que nous venons de définir, nous donnerons le nom de polynômes 
en y et les représenterons en général par des symboles tels que '£{1/), f{y)> ff(y)} etc., 
dans lesquels ne figurera pas la variable entrant dans les coefficients. 

Par polynômes entiers en a?, respectivement en y, nous entendrons en revanche des 
polynômes à coefficients constants dépendant de la seule variable x, respectivement y. 

Les mois : polynômes entiers ou rationnels en y et x, ou plus brièvement : poly- 
nômes en y et 2; désigneront des polynômes en y dont les coefficients seront des poly- 
nômes entiers ou des fonctions rationnelles de 00, Ces expressions seront représentées 
par des notations telles que P(y, x), F (y, œ), ..., /*(?/, x), dans lesquelles les deux va- 
riables 2/ et 07 seront toujours mises en évidence. 
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Enfin, par premiers termes d'un polynôme en i/, '^{}/)^ iJ faudra toujours com- 
prendre le polynôme (entier ou rationnel) en y et a? que l'on obtient en supprimant 
dans chacun des coerficients de ^(y) toutes les puissances de (ce — a) dont l'exposant 
est supérieur à un entier donné. 

2. Égalité de det^v polynômes en y. — Nous disons que deux polynômes en y, 
S(y)eiQ, (y) sont égaux, ce qui s'écrira 



(I) 



^£{y) = ^(y) 



[x — a], 



si, si loin que Ton poursuive la comparaison, les coefficients des mêmes puissances de 
y dans '£(y) et â(y) sont identiques. 

Introduisant la notion de congruence, nous pouvons mettre cette définition sous une 
forme beaucoup plus précise. 

Tout d'abord étant donnés deux polynômes en y, '£[y) et Q(y) pouvant d'ailleurs se 
réduire l'un ou l'autre ou tous deux à des polynômes en y et x, nous disons que 
Ton a 



(2) 



^(y)^^(y) 



mod. (x — aY^ 



(M étant un entier positif quelconque), si, faisant abstraction dans les coefficients de 
'£(y) et 2(?y) des puissances de (x — a) supérieures à la (M — 1)*™«, ces coefficients sont 
identiques. Cette notion de congruence s'étend naturellement à deux séries de puis- 
sances entières de [x — a). 

Ceci dît, Tégalité (1) signifie simplement que la congruence (2) a lieu quelque 
grand que soit Tentier positif M. 

On voit que deux polynômes en y égaux à un troisième sont égaux entre eux. 

La définition de l'addition, de la soustraction, do la multiplication de deux polynômes 
en y est immédiate. Par exemple l'égalité 

signifie que, quelque grand que soit l'entier positif M, on a toujours 
<£ [y) = f{y)-^g {y) mod. (x - a)^. 

On dira qu'un polynôme iî{y) est divisible par un autre f(i/), s'il en existe un troi- 
sième g (y) tel que 

^[y) = f{y)giy) [^-«], 

c'est-à-dire tel que 

£{y)=r{y)g[y) mod. (a; - a)", 

quelque grand que soit l'entier positif M. 

Enfin, un polynôme en y sera dit de degré n, si la plus haute puissance de y qu'il 
renferme est de degré n. 
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3. Irréductibilité dans le voisinage de x = a. — Un polynôme en t/, l£(y), 
élant donné, il peut se faire qu'il existe deux ou plusieurs polynômes f(y), g{y)àQ 
degrés respectivement inférieurs à ${y) et tels que Ton ait 

^(y) = riy)9iy) [x-a]. 

Lorsqu'une pareille décomposition peut se faire, dans laquelle ni f^{y), ni g (y) ne sont 
supposés se réduire à des séries rationnelles en {.v — a), nous disons que $ (y) est 
réductible, \\ sera irréductible dans le cas contraire. Celte déûnition, qui s'étend natu- 
rellement aux polynômes entiers en y et x, sous-enlend les mots : « dans le voisinage 
de a: = a ». Un polynôme réductible, au sens usuel du mot, l'est aussi dans le voisi- 
nage de X = a. 

4. — De cette notion d'irréductibilité, on passe immédiatement à celle de décompo- 
sition d'un polynôme en y en ses facteurs irréductibles. Une telle décomposition est 
toujours uniforme, mais,, avant de le faire voir, il est nécessaire de revenir encore 
sur la divisibilité. 

Tout d'abord nous remarquons que, par un calcul formel, on peut- toujours et d'une 
manière unique déterminer une série Cy rationnelle en {ce — a), telle que, Ao et 6,^ 
tant deux autres séries analogues» on ait 

Aq = l>o Do» 

C'est cette série Cn que nous représentons par le symbole (^), dans lequel la paren- 
thèse doit rappeler que ce n'est pas le quotient p^ que nous considérons, mais le déve- 

loppement que nous lui faisons correspondre. Ce genre de notation nous servira 
plusieurs fois dans la suite. 

Soient maintenant deux polynômes en y : 

*(y) = Ky"" -+- A.y'«-» + ... -h A„, 
^M.v) = B,î," +B,y"-i+... + B„; 

soit en outie m > n, A, et Bg n'élant pas nuls identiquement. La. différence, autre 
polynôme en y 

*.(y) = if(y)-(^)y'"-"2(y), 

n'est plus que de degré mi inférieur à m, soit : 

^i(y) = Ky""'' -+■ A^r/^'M - 1 «^. . . . H_ A'^^, m, < m. 



Digitized by 



Google 



7 — 



Si Ton a encore m^ > n, on pourra recommencer l'opération et passer à un poly- 
nôme de degré 771^ : 



On peut ainsi former une 8ui(e d'égalités dont la dernière sera par exemple 






-/A(^"!^\.--«-i. 



Hy)^ 



où ^f^ (y) sera un polynôme de degré au plus égal an — 1. 

L'addition, membre k membre, des égalités précédentes conduit à la suivante : 

(3) '£{y) = 'Ji (y) 2 (y) + S^ (y) [x - a] 
dans laquelle le polynôme 

est de degré m — n. Les deux polynômes, Pf^{y) de degré au plus égal à n — 1, et 
0{(y) définis par Tégalilé (3) sont uniques et appelés : le premier, reste; le second , gwo- 
tient de la division de $(y) par 2 (y). 

Soient maintenant ^o(y) ®^ ^i(.v)» deux polynômes de degrés respectivement égaux à 
îtIq et m^. Par application de l'algorithme d*Ëuclide, l'on a successivement : 

(4) l^ — ûj 

où %{y) représente le quolienl et ffj +,(y) le reste de la division de ^f, _ i(y) par 

'My)' 

Dans cette suite de relations, qui toujours s'achèvera, le polynôme ^rO/), diviseur 
de $o(z/) et -^i(i/)» est lui-même divisible par tout diviseur commun à ces deux polynômes. 
On peut donc, dans le cas où il ne se réduit ni à une constante ni à une série ration- 
nelle en [x — a), l'appeler p^^^5 grand com?nun diviseur de ^^(y) et (^i{y), et, dans le 
cas contraire, dire que ces deux polynômes sont sa7is diviseur commun ou premiers 
relatifs. 
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Des relations(4) l'on déduit immédiatement qu'entre ^r(y), î?o(y)> ^i(y) *^ existe une 
relation 

(25) ^0 {y) ^i [y) + ^, (y) ^0 (y) = ^r (y) [^ - «] 

dans laquelle îRoCy) ®* ^i(i/) sont des polynômes dont les degrés respectifs sont au plus 
égaux à wio — 1 et mi — 1 . 

Celle-ci se transforme, dans le cas où $r{y) se réduit à une constante ou à une 
série A rationnelle en {x — a). Ou obtient, en effets en multipliant ses deux membres 

par la série ( t ) • 

(6) f (y) .11'. (y) + ^i (y) ai-, (y) = i [x- a] 

OÙ tll'oly) et ^\h^{^/) sont encore des polynômes en y de même degré respectivement que 

Cette relation (6) exprime la condition nécessaire et suffisante pour quç ^o(y) ^^ ^i(y) 
soient sans diviseur commun. 

5. — Nous avons maintenant plusieurs propositions sur la démonstration desquelles 
il est inutile que nous nous arrêtions. Celles-ci s'établissent en effet de la même ma- 
nière que leurs correspondantes dans la théorie des polynômes entiers dépendant d'une 
seule variable. 

Si Aq désigne le coefficient de la plus haute puissance de y dans un polynôme ^{y), 

tout diviseur de ^{y) est diviseur du polynôme f j- j ^(y), et réciproquement. 

Si $(y) est irréductible, tout autre polynôme Q(j/) est, ou bien divisible par :£(?/), ou 
premier relatif avec lui. 

Lorsqu'un -produit 2(i/)îR(î/) est divisible par un |K)lynôme irréductible ^(y), l'un 
au moins des deux polynômes a (y) ou ^{y) sera divisible par ^{y). 

De cette dernière proposition résulte immédiatement le fait que tout polynôme en y 
n'est décomposable que d^une seule façon en un produit de facteurs irréductibles, dans 
lesquels les coefficients de la plus haute puissance de y sont égaux à l'unité. 

6. — Un polynôme en y, ^£{y)» n'admet que des diviseurs simpleSy si, mis sous la 
forme du produit de ses facteurs irréductibles : 

if (y) = A i[\y) Sl'(j,) ... sl'Q/) [x - a] 

tous les exposants r^, r,, ... r^j se réduisent à l'unité. 
Si l'on a 

ny) = [f[y)T 9iy) ' l^ - a] 

Ton a également 

(7) $ (y) = \f, {y, cc)J g, {y, x) mod. (.r - af 
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^^ A (y» ^) ®^ ^i(y> ^) 5^°* '®^ polynômes en y et a? définis par les congruences 

f{y) = fi{y^^) t , , .M 



^(y) 



C mod. [po — ay 



M est ici. un entier po^^itif susceptible d'être choisi aussi grand que Ton veut. 

On aura de mêmC; en' prenant dans les deux menabres de (7) la dérivée par rapport 
à y, 

^yiy) = [A (y, x)Y - ' [rg, '/^ -4- r,Yy) "^^^- (^ " ^)" 

d'où il se déduit immédiatement que tout diviseur de ^{y), multiple d'ordre r, est di- 
viseur multiple d'ordre r — 1 de ^'y[y)» 

Nous voyons donc que de $(t/) et ^'(y) se déduit facilement le polynôme 01 (y) égal 
au produit des diviseurs irréductibles distincts de ^(t/). Il suffit pour cela de chercher 
le plus grand commun diviseur de ^[y) et ^ (y), puis de diviser ^[y) par celui-ci. Le 
quotient est alors le polynôme iR (y) demandé. 



Les résultats de tout ce paragraphe restent les mêmes, lorsque les coefficients des 
polynômes en y sont des séries rationnelles en - . Ceci se présente dans l'étude des 
fonctions à caractère algébrique dans le voisinage de ^ = oo. Les déductions qui sui- 
vent, à la condition de supposer {ce — a) remplacé par —, sont entièrement valables 

co 

dans ce cas également. Enfin, pour simplifier, nous écrirons toujours a? à la place de 
(x — à) dans les deux premières parties de ce travail. 



§ ?&• — Diagrammes de Newton. 

1. — Tout polynôme ^(y) dont les coefficients sont des séries rationnelles en œ peut 
se mettre sous la forme 



^{y)=^K^i^< 



r 

et il est possible, après avoir choisi dans un plan quelconque deux axes rectangulaires, 
de faire correspondre à celui-ci un ensemble de points P dont les abscisses et les ordon- 
nées sont respectivement égales à p et a. 

Ces points, supposés construits en commençant par ceux d'ordonnée minimum, sont 
situés sur le contour ou au-dessus d'une certaine ligne brisée L, dite polygone de 
Nev^rton relatif au polynôme considéré. Celle-ci s'obtient d'après un procédé connu sur 
lequel nous ne pensons pas qu'il soit utile de revenir ici. 

On dira des points P qu'ils sont représentatifs des termes de fjÇ(?/) et que L est le 
contour relatif à ce même polynôme. 

2 
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Nous ne nous occuperons ici que de potyndmes en y de la forme 

(1) %) = y«-HA,î/»-l + ... +A„, 

dont les coefGcients 



(2) A,=.a,y'H-a^.^^ 



X 



sont à caractère entier (p^ > 0) dans le voisinage de a: = 0. A ceux-ci correspondront 
des diagrammes tels que celui donné dans la figure 1. Dans celle-ci, qui du reste ser- 
vira de base à nos déductions^ nous avons supposé que le premier côté A^Â^ du con- 
tour L ne coïncidait pas avec Taxe des abscisses, alors que le contraire a lieu également 
si l'un des p; se réduit à zéro. 

Le contour L, ici A^A^ ... A^, peut, suivant le polynôme auquel il appartient, se 
réduire à une droite. Nous dirons alors qu*il est rectiligne ; dans le cas contraire, 
brisé. 

Quelques définitions sont maintenant nécessaires. 

2. — Par incîinaisQn d'un quelconque des côtés de L, nous entendons la tangente de 
Tangle aigu formé par ce côté avec Taxe des abscisses. 

Dans la figure 1 , par exemple, le côté A, A, est d'inclinaison égale h ^ • 

Sien outre nous mettons les rapports -^ sous leur forme irréductible £*, nous aurons 

P» Ci 

toujours, lorsque L sera brisé, 

2^1 5^» ^3 

L'indice t, comme d'ailleurs dans la suite, se rapporte au i^^^ côté A,_ ^A^- de L. 

3. — Si, dans la figure 1, parallèlement à l'un des côtés du contour, AjAj par 
exemple, et au-dessus nous menons des droites par tous les points à cotes entières, 
nous obtenons une série de parallèles que, à partir de A^A, pris pour ^q, nous 
désignons successivement par Aj, A,, A3»... Relativement à ces droites parallèles à Tun 
des côtés du contour, nous introduisons ici une notation destinée à simplifier les 
énoncés : 

Les congruences 

9{y) = mod. 1^ 

%) = Ç(2/) mod. A* 

signifieront que tous les points représentatifs des polynômes ^(y), respectivement 
^(y) — Ç(!/) sont situés stir A* ou au-dessus. Cette convention s'applique aussi bien à 
des polynômes en y qu'à des polynômes entiers en y et x. 

4. — La distance, comptée sur Taxe des ordonnées, de deux droites consécutives 



Digitized by 



Google 



M — 




Fig. 1 



Digitized by 



Google 



— 12 — 

quelconques Aa sera égale à —. Si deux de ces droites en effet passent l'une par le 
point (v, fji) l'autre par le point (v', fx'), la quantité 

sera la différence de leurs ordonnées à l'origine, tandis qu'il existe toujours des nombres 
entiers fx — \i' ei^t — v' tels que 

Enfin, la figure 1 fait voir que Tordonnée à Torigine de la droite A* n'est autre chose 
que celle de \ augmentée de — . Elle est donc égale à 

de sorte que Ton a, en désignant par (v, fi) un point de A^,. 

5. — Nous considérons maintenant un certain nombre de polynômes en y, $i(.v), 
^i{y)y' ^k(!/), dont les contours, dans les diagrammes correspondants, sont tous recti- 

lignes, et d'inclinaisons respectivement égales à -• Nous nous demandons quel sera 

le contour correspondant au produit : 

2(y) = $.«,.. .î*. 

A cet effet, nous superposerons, après les avoir rapportés à un même système d'axes 
Op, Oa dans une même figure {fig. 2), les diagrammes relatifs à chacun des polynômes 
^i(y)» ^i(y)*"' ^k(y) etQ(y); n» étant le degré de ifj(y),Agj.oa7*'y^' Tu n quelconque 
de ses termes et A<B; son contour rectiligne, nous remarquons que tout d'abord nous 
avons, pour chacun des t= 1, 2 ... A : 



< pi < n, 

On voit d'autre part que les coordonnées p, a d*un point représentatif M do S (y) res- 
pectivement égales aux deux sommes 



2p.- et 2"* 



t = l 
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se transforment en 



.^(«i-M et 2"»- 



t=l 



k 
= 1 



oc 


?: 




• 


oc' 


B. 

L. 




V 








. "^^ — il 


>A 




A 





~^>.^^^ h; 


Ac 


^ 





/ 



Fig. 2 

lorsqu'on transporte l'axe des a parallèiement à lui-même au point A d'abscisse égale à 

k 

t = l 

Si donc nous prenons, dans chacun des ^i{y), le terme dont le point représentatif est 
M,, nous obtiendrons celui de leur produit en cherchant l'extrémité de la résultante des 
vecteurs V, transportés parallèlement en A. On voit dès lors que : 

Le contour relatif à tout polynôme .^2 (y), produit de facteurs ^i(y) dont les con- 
tours respectifs f ici A,Bj, sont rectilignes, s^ obtient par addition géométrique dans 
V ordre des inclinaisons croissantes des segments AiB, tra7îsportés parallèlement eti A. 

Nous sommes maintenant à même d'énoncer les propositions suivantes : 

6. — Tout polynôme en y, puissance entière d'un polynôme en y dont le contour 
est rectiligne, admet lui-même un contour rectiligne. 

7. — Lorsqu'un polynôme en y admet un contour rectiligne, chacun de ses diviseurs 
admet aussi un contour rectiligne de même inclinaison. 

De ceci résulte immédiatement que deux polynômes en y dont les contours se ré- 
duisent à des droites, ne peuvent avoir de diviseur commun que si les deux contours 
ont même inclinaison. 

8. — Dans tout polynôme ^(y), les termes, dont les points représentatifs sont situés 
sur l'un des côtés du contour, constituent un certain polynôme entier en y et œ. 
Celui-ci, dans le cas de la figure 1, relativement à A^A^, peut s'écrire 



/* "^ P« («02/^' + «iJ/^^' " ^)9^ccP^ 



0^.3/(^8 -yjS's^^a 



a^^a?«3)^»i + «2. 
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Les coefficients a^ et ûr^ sont cerlalnement différents de zéro, et Ton a X^j = a,, 
£2 élanl la forme réduite de rinclînaison ^ , • 

A chaque côté Aj__jAj- d*un contour correspond ainsi un polynôme entier en 
y et a?, 

(5) fi\y, X) = / ^ ... ^ J^ yx. -y)^..^>. -^- •••-*■ ^ ^"'' 

dont le dernier coefficient — ne peut être égal à zéro. Si le contour L relatif à un po- 

lynôme ^(y) comprend k côtés et si /^^^(//, co) ... f^^Hy, a?) sont les k polynômes 
entiers relatifs à ceux-ci, Ton pourra toujours écrire 



(6) 



^G/) = /^^Hy.^)f^^Hy>^) - f^''Hy\^) + 2 K?^^y^^ 



où la somme V s'étendra à un ensemble de termes dont tous les points représentatifs 

seront situés au-dessus de L. « 

Le produit f^^'>f^^ ... f^^^ a, d'après (5), en effet mômecontour Lque f (y) et ceux 
de ses termes qui correspondent à des points de L sont identiques aux termes analogues 
de^(y). 

9. — Dans le cas de L rectiligne, la formule (6) s'écrira 

ou encore à cause de la forme de ([y^ x) donnée par (5), 

(7) ^ (//) = (/ H- «, x^Y^ {y'i ^ a, xPy^ . . . (y^ -^ aj^^Y^ h- 2 ^«3 ^' y^' 

Ici les a,, a^, ... Qj sont des quantités distinctes et rj, r^,... Vj des entiers vérifiant la 
relation 

(8) n^{v, -H r, -h ... -^rj)q, 

où n est le degré de '^(y). * 

10. —Si enfin L se confond avec l'axe des abscisses, q devient égal à Tunité^p égal à 
zéro, et Ton a plus simplement encore 

(9) £{y) = (y ^ a,Y^ {y -i- a,Y' ... Cv H- «;^ "+- 2 ^ctp^'/- 



Digitized by 



Google 

J 



— 15 — 

§ 3. — Examen de certains cas de l'éducIlbiUté. 

1. — Etant donnés deux polynômes entiers en y et x 

f{y,cc)=a,y^-^a,y^-^ H- ... -t- a„ 

9{y,oo) = 6.y"*-H ft.y'"-^ + .•• + ^m 

où les tti et hi sont par conséquent des polynômes entiers en x à coefficients constants, 
on pourra toujours trouver deux autres polynômes entiers en y et x, /J (t/, œ) et 
9\ (y* ^) ^^ degrés par rapport â y au plus égaux respectivement à m — ! et n — 1 
et tels que, ^ (/, g) désignant le résultant de f et g Von ait : S£I£^j 



(i) 



fffi-^9ri = Hf*9y 



Celte égalité est une simple conséquence de la suivante (écrite pour m = 3, n = 2)^ 
dont le premier membre est ^(/, g) : 



a^ a^ a, a^ o 

a^ a^ a^ a^ 

^0 ftj ^j o 

o &o 6, ig 

o ^0 ^1 ^1 



o «0 aj a, (a<,2/» h- a^y» -t- a^y -h Oj) 

^ ^ ^ o [Ky^-^Ky '^-\)y^ 

^ ^ ^8 (fto2/' -^- ^ly +h)y 

b^ b, (b^y^ -i-b^y -+- b^) 



2. — Zrô résultant de deux polynômes, Vun à coefficients constants 

f{y) = a,î,^« + a^y"^ " "? + ... + a..,y('^ " «'? -4- ... + a^ , 
Vautre à coefficients dépendant de x mais de la forme 



^^ 



g[y, x) = b^y"^ ^ à^Z^y"^ - 1 ^. ... ^ h^^^y"^ " * + ... H- ô^o;^* 

ow /«« bi sont des constantes, est un polynôme en x où n'entrent que des puissances 
de x9. 

Il en est de même du résultant de f(y) et du polynôme 



h (y, x) = èo^»»* y»' H- ôjx('"~ *)* y^'~ * 



&,x('"~0*y'^-» 



«'m. 



Mettant en évidence les coefficients des termes qui manquent dans f(y)j nous pouvons 
dire qu'un terme quelconque du résultant de fei g est de la forme 

a> a]' al^ ... a> 6j^« è^ ... Jl^ :cA(!^i+2î.2+... + tn{x„.) 
U 1 2 A^ 1 wi 
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où d'après une proposition connue 

Ivj 4- 2vj -+- ... -h Iq^*-^^ -+- l[Ai 4- 2[ij -i- ... -h mfx^ = X5rm. 

Mais ici dans ce terme général, tous les a^ dont l'indice n'est pas divisible par g sont 
nuls, de sorte que, si pour ces a^ là nous supposons Texposant v^- différent de zéro, les 

termes où figurerait a .' se réduiraient à zéro. Il en résulte que le résultant de fel g 
se réduit à une somme de termes de la forme 

fl'^a^^ ... a^'^ b^' b^' ... 5^'"j;*^^*+^»'2 + - + '"H» 

q . \g i m 

dans laquelle 

qvg H- 2g'Vj, H- ... -h X^v^^ H- Ki H- 2^1^ -h ... -f- mjx„ = Iqm. 

« 

On a donc iij -i- 2(jij -i- ... -+- miim divisible par g, ce qui suffit pour établir la pre- 
mière partie de la proposition. 

Si, au lieu du polynôme g (y, ce) nous considérons le polynôme h(y, œ), un terme 
quelconque du résultant de /et h est de la forme 

q '" 'kq 1"* m 
où 

XgrvQ -t-(X — l)^v^ -f- ... -4-^V(^_jj^-h m\iç^ -f-(m— i)|ii -H...-t-il^ni-l=^î^- 

On en déduit m\iç^ -h ... 4- ltJi^,i__^ divisible par g, ce qui prouve qu'ici aussi le 
résultant de / et h est fonction de a:«. 

Ceci dit, nous passons à l'étude des divers cas de réductibilité que nous avons à exa- 
miner. 

3. — Tout polynôme en y,^{y)y dont le contour correspondant n est pas rectiligne, 
est nécessairement réductible. A Vun quelconque des côtés du contour, A^__i A^ par 
exemple, correspond im diviseur de if (y) dont le contour se réduit à une droite 
de 7néme longueur et de même inclinaison que A^_| A^-. 

Nous avons là la proposition réciproque de celle que nous avons énoncée au § 2. 5. 

Notre démonstration, bien qu'elle soit absolument générale pour les polynômes (1) 

2. 1) que nous considérons, se rapporte à la figure 1 du § 2. Le diviseur que nous 
cherchons ici correspond au troisième côté Aj A3 du contour et l'on a [§ 2. (3)] 
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Gomme polynôme entier (§ 2. 8) correspondant au côté A{_£ A,-, nous avons 

/(«) (y, 0.) = yP- + ... + -^^ y(V-*)y.- ^Ap.- ^ .., ^ _^ ^X.î,.. 

dans lequel les coefficients a^^ et a^*~" ^ sont cerlaineraeni différents de zéro. 
Si maintenant nous posons : 

r^%, a;) /'(2)(y. a,) fW (y, «;) /(5)(y, «,) = g{y, ^.) 

et utilisons les notations définies (§ 2. 3), nous avons en vertu de (6) du § 2. S 
(3) $(y) = f{y, œ) g{y, œ) mod. Aj. 

.En outre, n, m et l désignant les degrés respectifs de ^{y), f{y, co) et g{y^ co) par 
rapport à t/, on a d'une part 

n = m -^ l, 

4;andisque d'autre "part la différence ^ — fg est en y au plus de degré égal an — 1. 

Pour établir la réductibilité de ^(z/), nous montrerons, en supposant que dans Pes- 
pace compris {fig, 1) entre Aq et Aj^ ne se trouve aucun point représentatif de la diffé- 
rence ^ — fg, qu'il existe deux polynômes entiers /'^(y, oo) et ^^(y, ixi) de degrés res- 
pectivement au plus égaux km — letZ — 1 tels que 

.(4) ^if) = [f[y, x) r+- A(y. x)'\ \g[y, x) H- guiy, x)\ raod. A^ + i- 

Puis, en faisant l'hypothèse que les points représentatifs de ^ — (/+ /i) [g -\- g,^ 
sont seuls situés sur la droite A;^ ■ /^ ou au-dessus {h > 0), nous 'verrons qu'il existe 
de nouveau deux autres polynômes fj^ ^ ;^(y, x) et gj^ ^ /i(y,a?) de degrés au plus égaux, 
par rapport à y, à m — 1 et ^ — 1 tels que 

if (y) = [f{y.x) -h fh{y.x) +4^,^(y,a?)] [g[y.x) -+- g^ijjyc^) + 5^A+^{y»^)] '«od. A^+a+I 

et ainsi de suite. 

La possibilité d'une telle décomposition suivant une droite A, d'indice aussi élevé 
que Ton yetit, prise comme module, démontre évidemment la réductibilité de $(y). 

Enlr^ Ao et A& ne se trouve aucun point de la différence ^ -- fg\ cette hypothèse 
«entratne avec elle la congruence 

A) ^^fg = h, mod. Aa + 1 



/ 
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où hk représente un polynôme entier en ^ et or qui n'est pas nul identiquement ; i> 
est au plus de degré (n — 1) par rapport à y, et il se compose de l'ensemble des termes 
qui appartiennent à $ — fgei qui ont leurs points représentatifs sur ù^k elle-même. 

Si donc nous montrons qu'il existe deux polynômes entiers ^(y, x) et git{y, ^) de 
degrés, par rapport à y, au plus égaux km — 1 et / — 1, iel^ue les deux congruences. 

(6) h^ = fg^-\'gfk mod. A;t + l 
et 

(7) = rkStk mod. A^fe^i 

soient vériGées, la congruence (4) sera par le fait même établie. 
Faisons en conséquence dans tes polynômes f^^K f^^^, ... f^^^ la substitution 

(8) y = zi^ ^ = ^ ip = p, q = q,)» 

ce qui les transforme respectivement en 



où 












F(3)W = z?^ ... ^ 4. ^(^3 - % ^ ... ^ J^ 



a 



fW(^,0 = z^J + ... H- -J^ ^(X.-*)?.î*(J'.î-i^.) + ... -H -^^ iHPjq-P9i). 

Dans les polynômes entiers F^^), ¥^^\ ... F^^\ les exposants des 5 sont tous positifs ea 
vertu des inégalités (2). 
Posant maintenant 

F(l) F<2) fW F(^) = G. F(3) = F, 

BOUS voyons que (8) transforme ^(y, x) en 

et /(y, x) en ^P^ F. 

Le résultant de F et G est égal au produit des résultants de F et F^*^ [i = l, 2, 4, 5> 
et devient, par application des lemmes développés dans 2 une fonction R(?«) de î«, dans. 
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laquelle se trouve certainement un terme conalant dîjSérent de sére. Il exkte alare, en 
vertu de 1, deux autres polynômes entiers en z et {, G'{z, 5) et F'(z, £), tels que 

(9) FG'-hGF'=R(?«). 

D'autre part, à cause de (4) du § 2. 4, le polynôme hk^y, œ) ayant ses points repré- 
rsentatifs situés sur ^k se transforme par la substitution (8) en 

ç(«t + «2)g + (p6 + p4 -f P)p -f A H^ (^) (p = pg), 

•où Ha((^) représente un polynôme entier en z dont le degré est au plus égal an — i. 
Si nous multiplions les deux membres de (9) par Hit, nous obtenons 

F(H,GO-+-G(H,r) = H,RX^) 
ou encore 

F (HfcG^ H- XG) ^ G(H;,F' — XF) = H;kR(5îr), 

en désignant par X un polynôme entier quelconque en z et ^ 

Mais le coefGcient de z^ = z^ dans F est une constante, de sorte que Ton peut, sans 
introduction de puissances négatives de f , choisir X de telle manière que Hi^F' — XF 
soit, par rapport à z^ de degré au plus égal km — i. Par cela même, celui de 
HfcG' + XG devient au plus égal à (^ — 1), et nous avons ainsi démontré l'existence 
de deux polynômes entiers ¥k{z^ X) et Gi^(>2r, Q de degrés, par rapport à ^, au plus 
-égaux respectivement àm — Ict^ — l,et tris que 

FG;fcH-GF;,=H*R(ÎO. 

Ceux-ci, à cause de leur degré, sont d'ailleurs déterminés d*une manière unique. 
De cette égalité nous déduisons : 

= {(»! + ^%n + (P + P* + P3)i> + A H;^ R (î^), 

^relation dans laquelle on peut, sans introduction de puissances négatives de S, rem- 
placer z\^ par y. Nous obtenons ainsi : 

où f{y, {«), g{y^ {tf) et A%(,y, ?«) sont ce que deviennent /(y, a?), ^(y, jc) et ^^(y. ^) 
après la substitution œ =z (d. 

Nous allons faire voir que ^^(y, Ç) et /i(y, {) sont également des polynômes entiers 
en y et Çï. 



i 



Digitized by vnOOQ iC-^ 



— 20 — 

Pour cela dous substituons à i dans (11) la quantité o)^ où u) est une racine q^^ pri- 
mitive de l'unité. Ceci nous donne : 

/(y, î%*(y, ^^) -H i7(2/, 5')A(y, w£) = h,{y, ^)R(5'), 
On a donc : 

/(y, îO [^*(y, - 9k(y, toî)] 4- (/(y, ?«) [A(y, ?) - A (y, coS)] = o. 

et par conséquent, du fait que /(y, î«) et ^(y, î«) n'ont aucun diWseur commun, 

gk(y,i)—ffk(y,O = 0y 
A(y,?)-A(y»rî) = o. 

Par suite, sans introduction d'aucune irrationnelle, x se substitue à ?« dans (11) et 
l'on arrive h 

(12) /-(y, ar)5r;,(y, œ)-^g{y, co)fk{y, x) = h (y, ^)R (a?). 

Mais R(a;) renferme un terme constant a différent de zéro, de sorte que nous avons 
encore : 

p {x) étant un polynôme en a?, nul pour a? = 0. Nous changeons de notation en écri- 
vant ^^et fk au lieu de ~ ^^ et ~ /i et c'est ainsi que, sous une autre forme, nous ob- 
tenons la congruence (6) que nous avions à établir. 

La congruence (7) se trouve de même vérifiée par le produit fuÇkf puisque celui-ci, 
par la substitution (8), se transforme en 

Soit maintenant 

(13) A-<i<X<...<{x 

et supposons que successivement l'on ait trouvé des polynômes en y et a? de degrés, p^r 
rapport à y, au plus égaux respectivement à m — iet T—l : fu A î ••• /h^ ffi^9'>^» •••^i*. 
tels que l'on ait 

(14) ^ = (/H- A -h /;• -H ... -4- /•[!) (y "+- y* -+- ^i + - -^ ^i^) "^^^- ^ix+i- 

Ceux-ci, déterminés d'ailleurs d'une manière unique, vérifient doux à deux des con- 
gruences telles que 

(15) fffi + gfi = h mod. A..}.!. 
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Soit en outre v >> fjt et supposons que v soit tel que l'on ait 
(16) ^^{f-^ff^^fi-^ ... H-/-j,)(^-^^^-H^i-f ... H-^{ji)=Av mod. A^^i, 

où Av, comme du reste h^ dans (15), est un polynôme en y et ce, non iJentiquemenf 
nul, de degré par rapport à y au plus égal à w — 1. On aura deux nouveaux poly- 
nômes /v et ^v de degrés, par rapport à y, au plus égaux respectivement km — 1 ei 
l — 1, vériGanl la congruence 



.07) 



fffy -t- ^A = '*v mod. Av + i- 



A cause, d'autre part, de la manière même dont on détermine, d'après (15) et (17),. 
les polynômes /^ et gp. Ton voit que les points représentatifs du produit de deux quel- 
conques d'entre eux, f\ go par exemple, sont situés sur la droite AX + p ^^ au-dessus. 
De l'égalité 

= {f'^fk'^"''^fi,)(9'^9k-^'"-^9ii)-^f9^-^9/'y -+-/v {9k-^9i -^'-'-^9^) 

jointe aux congruences (16) et (17) résulte alors 

• * = (/-*- A H- - ^- /{. -^ fy){9'^9k -^ - H- 9^ -*-^v) ""od- ^v + 1- 

Ce qui suffit pour rétablissement complet de la proposition énoncée. 

4. — Désignant les deux diviseurs ainsi obtenus par ^^^^{y) et Ç (y\ nous avons : 

^^^Hy) = riy, ^) + A (y. ^) + fi (y. «') + 



<^ (v) = ff (y. ^) + ffk (y. ^) + ffi (y. a') 



et pouvons écrire : 



f (y) = ^(3)(y)§(y) 



M 



De la même façon, l'on parviendrait à trouver les diviseurs 5'*^ (y), ^^*^(j/), 5^*^ (y). 
9(^)(j/) qui correspondent aux autres côtés du contour. Toutefois, comme ces derniers 
n'ont ni entre eux, ni avec ?^^(y) de diviseur commun (§ 2. 7), l'on a nécessairement 

Ç(y) = 5(l)(y)5(2)(y)g!W(y)^(5^(y) [x] 

de sorte que l'on pourra partir de ^ (y) pour leur détermination. 
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S. «— Par la substitution (8), ^^^^(y) se transforme et devient 

??^[F iz) + £* Fk (^, -^ V Fi {z, y H- ] 

où F;^ (^, {), F^- {z, {)y ... , sont certains polynômes entiers en z et (. 

Le contour relatif à ^^^^(y) dans le diagramme qui lui correspond, est en conséquence 
une certaine droite D, au-dessus de laquelle se trouvent tous les points représentatifs 
<les polynômes /)^ (y, a:), /^ (y, a?) .... On a donc 

OÙ, relativement à D,^ a même signiQcation que dans la formule du § 2. 8. 

6. — Le point important de 3 réside dans le fait que, dans (9), le résultant R ($«) des 
•deux polynômes désignés par F et G contient un terme constant différent de zéro, et 
dépend en outre de £«. Dans le cas où le contour relatif à £ (y) est rectiligne, on a [(7) 
du § 2. 9] 

^(y)=(3/«-+-«i^0"» d/^-^a^^vy^ ... (yï-haf a?^y. -f- ^ A^p a?* / 

de sorte que, si deux au moins des facteurs (y^ + a^ x^Yj sont distincts, Ton pourra 
poser, comme dans 3 

(yï-t-a,a?i')'i = f(jf,x) 

(y« H- a^iffi'yi ... (y H- OiCoPy^ = g (y, x). 

La substitution y = ^r {/', a? = Ç« permet d'en déduire une décomposition en fac- 
ieurB : 

if(y) = 5(y)Ç(y). \.^\ 

Dans celle-ci, les /i et g^, ayant même signiOcation que dans 3, Ton aura 

^(y) = (y« ■+- ûi^^Xi -+- /i(y, ^) -f- /;(y, a:) -+- ... 

Ç (y) = ^(y» «) -^ ^A(y, oc) -H 5ri(y, 07) + ... 

La méthode donnée dans 3 s'applique encore dans le cas où le contour se confond 
Avec Taxe des abscisses. L'on peut alors écrire [(9) du § 2. lO] 

^Cy) = (y + «iP ... (y ^ «i^' -^2^«?^*^» 

expression dans laquelle le signe ^ ne s'étend qu'à des termes où a n'est pas nul. 
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S{y), dans ce cas, pourra toujours se décomposer en facteurs, lorsque ses termes indé- 
pendants de x ne se réduiront pas à une simple puissance de {y •+- a^). 

7. — Nous faisons ici la même observation que dans S. Le diviseur 

^(y) = (y* -+- «i^^)'i ■+- fk(y, ^) -^ fi[y^ ^) -h ... 

a son contour rectiligne déterminé par les points représentatifs de (y« 4- a^œ^Yx^ tandis* 
^^^fkiVi oc), fi(y, a?), ... ont leurs points représentatifs situés au-dessus de celui-ci. 

8. — Le procédé indiqué dans 6 ne s'appliquant plus si les polynômes en y consi- 
dérés sont de l'une ou Tautre des deux formes 



ou 






nous en concluons que, dans tout polynôme en y irréductible, les ternnes indépendant» 
de X forment un polynôme entier en y à coefficients constants, puissance entière d'une 
expression linéaire en y. 

Cette remarque s'étend immédiatement au cas où ^{y) serait puissance d'un poly- 
nôme irréductible. 

9. — Comme conséquence enfin de ce qui précède, nous avons la proposition : 
Le polynôme 

étant irréductible^ ou puissance d*un polynôme iï^éductible, Von a toujours 
(18) £^<£i. 

i = 1, 2. ... (n — 1) 
Pi* Psi ••• Pn représentent les premiers exposants dans les coefficients 

A,. = ap^.arP* -h V.+ i^' + ^ -+- .-. 

qui ici pei^vent être tous ou en partie seulement à caractère entier. 

Dans le premier cas, la proposition est immédiate. On le voit en considérant la droite 
à laquelle se réduit le contour qui correspond à ^(y). 

Dans le second^ celui où certains des pi sont négatifs, une substitution de la forme 
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'2/ = ^ où A: désigne un cerlain entier, suivie d'une multiplication de ^(-j^jpaLr x^ 
iransformera $(y) en un polynôme 

r(z) = z'' -h A',^^- * -h ... 4- A^z""-' + ... -h A'„ 

•dont tous les coefQcients seront à caractère entier. Le premier exposant de A',- 
(i = 1,2, ... n) étant alors p, -h ik, Ton aura 

71 i 

et par suite, ici aussi, les inégalités (18) que nous voulions établir. 

§ 4. — Equivalences et ensemble E. 

1. - Soit 

2/() = b^ x'i -h b^^^^ -+- ... -h h.x^' -f- ... 

une série quelconque ordonnée suivant des puissances entières ou fractionnaires de Xj 
où 

et dans laquelle les termes à exposants négatifs sont en nombre fini. Soit en outre f.2(^) 
tin polynôme quelconque en y. 

Si, dans 2(2/), on substitue à y la série t/o et que Ton effectue les calculs en ayant 
soin d'ordonner les termes ainsi obtenus suivant les puissances croissantes de x, on 
obtient une série que nous désignerons par *à{y^. 

Etant donnés deux polynômes en y, '2(y) et 'Jl(y), nous disons que les séries qui leur 
correspondent Q (y^) et ^ (i/o) sont équivalentes, ce qui s'écrira 

(0 'Myo)^^(yo) 

si dans chacune d'elles, si loin que Ton poursuive la comparaison en commençant par 
les termes dont les exposants sont les plus petits, les coefficients des mêmes puissances 
<le X sont identiques. 

On voit tout d'abord' immédiatement que (1) ayant lieu, on a également 

2(2/o)-^(!/o)~0 
€t que les deux équivalences 

'^(yo)^'Hyo\ 'à\{y,)c^i^{y,) 
entraînent la suivante 
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Si Ton additionne, soustrait oa multiplie membre à membre deux ou plusieurs équi- 
valences, on en obtient de nouvelles. Si enfin, au sens défini dans le § 1. 2, on a 

-2{y) = ^{y) [X] 

j1 s'en suivra 

12(î/o)~îil{yo)- 

Q(y) étant toujours un polynôme quelconque en y, nous disons que y^ est racine de 
l'équivalence 

(2) '2(y)^0 

ou plus brièvement racine de 2 (y), si, yo élant mis à la place de y dans cette dernière 
«relation, l'expression ^ (i/o) que Ton obtient ainsi est équivalente à zéro. Une équiva- 
lence telle que (2) sera dile irréductible, si son premier membre est irréductible. 

Dans la suite, nous utiliserons, en les appliquant aux équivalences telles que (2), les 
.locutions que Ton emploie lorsqu'il s'agit de quantités racines adéquations données. 

2. — Une même série y„ ne peut être racine de deux polyfiômes in^éductibles 
distincts, — '^(y) et ^(y) étanl irréductibles, il existe en effet deux autres polynômes 
'My) et ^i(y) [(6) du § l. 4] tels que 

ce qui entraîne 
Si donc on avait 

on aurait aussi, 12j(yo) et dli(t/o) ne contenant jamais qu'un nombre Qui de puissances 
négatives de x : 

..et par conséquent 

Ocvs 1, 
ce qui est contradictoire. 

De la même façon, Fon verrait que y^ ne peut être simultanément racine de deux po- 
lynômes, dont l'un, irréductible, ne serait pas diviseur de l'autre. 

Donc, }^our quhcn polynôme '^{y) admette en même temps qu'un autre polynôme ir- 
réductible Q{y) la racine ?/o, il faut et il suffit qite 3l(j/) soit divisible par 2(2/). 

3 (')• — Soit maintenant 

«(y) = y" + ... + A;j,» - ' H- ... + A„ 

(9 Cf. pour la fin de ce paragraphe et le oominencement du suivant, dans le 92» volume du /oua*- 
/naZ de Crelle, les premières pages du Mémoire de MM. Dedekind et Weber, intitulé : « Théorie 
, der algebraischen Functionen einer Verunderlichen ». 
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un polynÀiDe en y, de degré n, irréductible, dont les coefficients 

(t = 1. 2, ... n) 

sont à caractère entier ou rationnel. 
Nous posons 

l3) ' ^f{y)^0 

et nous admettons que cette équivalence est vérifiée par Texpression r/o écrite au début 
de l'alinéa 1. On peut, en partant de cette seule hypothèse, déterminer la forme exacte 
de y^ et c*e^t la solution de ce problème qui fera Tobjet de la fin de notre première 
partie. 

Nous introduisons pour cela l'ensemble E des expressions que l'on obtient en rem- 
plaçant y par yo dans n'importe quel polynôme en y, dont les coefficients sont des 
séries ordonnées suivant les puissances entières de ce. Ces expressions seront désignées 
par a, p, ... ou «(2/o)> PC^o)» ••. et seront appelées fonctions de E. Par a (^), p (y), ... 
nous représenterons toujours les polynômes en y dont a et p sont issues. 

Si a et P appartiennent à E, il en e?t de môme de a ±: P, a^. Mais, pour le moment 
tout au moins, nous excluons la division de deux de ces quantités entre elles, et c'est 
pour cela que nous ne donnons pas à E le nom de corps. 

4. — Trois fonctions a, p, y de E étant données, si l'on a 

(4) P .-xr f 

l'on a aussi 

(5) ap sNc a^. 

La réciproque est vraie : si (5) a lieu sans que a soit équivalent à zéro, (4) aura lieu' 
également. 

En effet, a(î/o) n'étant pas équivalent à zéro, a (y) n'est pas divisible par if (y) et il 
existe deux polynômes a' [y) el îf , (y) tels que (§ 1. 4). 

%)«'(y) + .^(y)ff,(i/) = 4 [X] 

tels par conséquent que 

«(yo)«'(yo^ ^ *• 

Nous pourrons donc supprimer dans les deux membres d'une équivalence un méme^ 
facteur non équivalent à zéro. 
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5. — Soit oL{y) un polynôme en y de degré quelconque m. Si m > », on peul diviser 
tx(y) par â?(î/) (§ 1. 4) et obtenir une relation de la forme 

dans laquelle ^(y) est en y un polynôme de degré au plus égal kn — 1. 
On a par eonséquent 

d'où la proposition : 

Toute fonction a de l'ensemble E est équivalente à une expression unique de 
la forme 

(6) ^Q-^^iVo-^ -^K-^iVl^^ 



oie les Aq, ... A^_j sont des séries à caractère rationnel. Réciproquement, toute 
expression telle que (6) appartient aussi à £. 

6. — Si le déterminant 



t 

des n fonctions de E : 



m — aW . aW»7'-+- -4-AW 1/**-* 

^ — A<^) 4-A(2>îm-4^ -+-A(^^ i;^"M 
Yi2 — A^ -hA^ ^0 ^ ••• + ^yi^l^O 



iQ 






n'esf j3as équivalent à zéro^ toute fonction de E sera équivalente à une expression de 
la forme 

AjT)j H- AgT)^ -h ... 4- A„T)„ 

</wws laquelle les A^ Aj, ... A„ 5on^ des séries à caractère rationnel. 

On dît dansée cas que y)^, tq^, ... 7}^ constituent une base de E. 

Le déterminant D, tous calculs effectués, est une série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de x. En disant qu'il n'est pas équivalent à zéro, nous entendons par 
là qu'il existe un nombre fini k tel que x^ multiplié par une constante non nulle, soit 
le premier terme du développement en série de D. 
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En désignant par ov' le coefGcieul de A^.*^ dans D, l'on aura 

«f M + «2*^2 + ... + aWti„^DyJ ' 
(A = 0, 1, 2, ..., n — 1) 

I 

ce qui, après multiplication de part et d*autre par la série D' déQnie (§ 1.4)'par Tégalité 

nous donne 

(A = 0, 1, 2, ... n — i) 

Les coefQcienls a^. ^D' sont ici à caractère rationnel, puisque c'est le cas de a. f 
comme mineur de D, et de D' d'après sa déOnition même. 

Ayant ainsi l'expression des différentes puissances deî/o, nous voyons que toute fonc- 
tion de E peut s'exprimer au moyen des tQj ... r,„, et que, par conséquent, ces n fonc- 
tions constituent bien une base de cet ensemble. 

7. — Par fondions rationnellement indépendantes de E, nous entendons tout sys- 
tème de fonctions iq^, t)^, ... r^m tel qu*aucune équivalence de la forme 

dans laquelle les A^ sont des séries rationnelles, ne soit possible sans que l'on ait 

{k = i, 2, ... m) 

m fonctions de E rationnellement indépendantes ne peuvent se rencontrer si m est 
supérieur à n et l'on voit facilement que : 

Pour qu'un système de n fonctions de E constitue une base de cet ensemble^ il 
faut et il suffit que ces n fonctions soient rationnellement indépendantes. 

8. — Toute fonction de Pensemble E est racine d'une équivalence de degré n. 

i^ii, Tfla» ••• ^« ^**°* ^^ ^^^^ "^® ^^s® quelconque de E et S une fonction quelconque 
de cet ensemble, on a : 



(8) 



ÎTi, c:x3 AuTjj -f- AjaTTlj -h ... -t- Aj„Ti„ 
î Ï7)3 JN5 AajTlj -h A^jl^à -+- ••• + AjnT^n 

Î7i„ 3X5 A„iTf)i -\- AmjT,^ h- ... -f- knn'fin % 



V 
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où les Aik sont des séries rationnelles en ce. On en déduit l'équivalence 



(9) 



•^tt -^^8 — y Aj„ 



Ami A„2 



Kn— y 

vérifiée par Ç, et que nous écrivons 

(10) <p {y) =- 2/» -h B,i/«- » 4- ... 4- B,. =vr 0. 



Ce polynôme en y, (p(f/), dans lequel le coefficient de y^ est égal à Tunité, est indé* 
pendant de la base y;^ t)^, .,. tj„. 
A Texpression 



(- irB„ = 



Aji Aig ..... AjH 

Ani Awj A„n 



que Ton désigne por la notation ^^(C), Ton donne le nom de noi^m^ede Ç. 
On voit que 



(H) 



ç {t) = dz (^ - ç) = (- 1)" r^^ (ç - 



dans le cas où t est, soit une constante, soit une série rationnelle en x, 

9. — ï étant fonction de Vensemble E, Véquivafence à laquelle satisfait î a son 
premier membre soit irréductible^ soit puissance d'un polynôme irréductible Q), 
Soit 



(12) 



cp, (y) = / 4- B\ /-* + ... -h B^.^iy -h B; cvt 



réqui valence de degré minimum vérifiée par Ç. Les coefficients B' j- sont ici des séries 
rationnelles en x ; ^^ (?/) est irréduclible et nous avons par hypothèse e < 7i ; î 
satisfait aussi à une équivalence telle que (10) 

(p (y) CTO 

et © {y) est divisible par «>, (x/) (§ 4. 2). 

(>) Cf. Dbdekind et Webeb, Loo. cit. p. 188. 
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De môme qu'à^g nous avoas fait correspoodre r«n8eaible E, de méiae ioi^oas poa- 
Tons faire correspondre à 2; un ensemble E' dont toutes les fonctions seront de la forme : 

OÙ les coefficienls A'^, A\, ... A'^_£ seront des séries rationnelles en a?. 
Ceci dit, soit 

(13) / -htq;/— * -h ... H- Y— ly-t- V"^^ 

l'équivalence de degré mtVwmwm vérifiée par y^ dana le cas de coefficients t),, ... r,^ ap- 
partenant à E'. Nous pouvons, dans le premier naerabre de celle-ci, à cause de {'irré- 

ucltbilité de cpi (y), supposer 4. le coefficient de yf égal à l'unité. 

y/ et par conséquent toute fonction de Ë sera équivalente à uhe expression telle 
que 

dans laquelle les C'o, C'j, ... C^^.^ sont fonctions de E'. 

Or (14) n'est autre chose qu'une fonction linéaire des e/* expressions 

A = 0. 1, ...(/- 1) 
h = O.U ... ie - ii 

daa« laquelle les coefficients sont des séries rationnelles en x. 
Toute relation de la forme 

dans laquelle les A^^f^ seraient des séries rationnelles en co non équivalentes à zéro, est 
d'autre part nécessairement exclue à cause de (13), dont le degré est minimuai. Les ef 
expressions (14) constituent donc 7. une base de E et Ton a par conséquent 

ef=n. 

Nous utilisons maintenant la base (15) et déterminons 3((y(Cj. 
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On voit que Ton a 

(16) dx. (g = [(- if w, Y = (- i)» B'. r. 

Il suffît maintenant de considérer la fonction C — ^ (t = constante arbitraire);. 
Celle-ci satisfait à une équivalence de degré minimum que Ton déduit de (i2). La for* 
mule (16) appliquée à la fonclioo (C — 0» ^^ tenant compte de (11), donne alors la dé- 
monstration du théorème énoncé. 

10. — On voit^facilement que zéro est la seule fonction de E dont la norme soit 
équivalente à zéro et que la norme d'une série rationnelle en x est équivalente à la 
^ième puissance de celle-ci. On voit aussi que les normes %(Q et DZ (;') de deux fonc- 
tions quelconques de £ vériQent l'équivalence 

(17) .X^(K')~^^(y^^^(0. 



§ 5. — Fonctions entières de E* 

1. — Par analogie avec les fonctions algébriques entières, nous dirons qu'une fonc- 
tion ia de l'ensemble E est entière, lorsqu'elle satisfait à une équivalence de la forme : 

(1) r + Bj r"* -*- ••• -+- Bc ~o 

dans laquelle les coefficients Bi, B^, ... B^ sont des séries rationnelles à caractère entier. 
D'après cette définition, les séries rationnplles qui, elles aussi, appartiennent à E, ne 
seront entières que si elles sont à caractère entier. 

2. — La somme, la différence et le produit de deux Jonctions entières de E sont de 
nouveau fonctions entières deE. 

La démonstration est ici la même que celle que Ton donne dans le cas de fonctions 
algébriques entières. 

a et P étant deux fonctions entières de E qui satisfont aux équivalences respectives 

(2) ! 

nous représentons par (o Tune ou l'autre des expressions 

a -h p, a — P ou a^. 
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Puis nous posons kl = m et désignons les m quanlilés 



r = 0, 1, ... (* — î) 
* = 0, 1, ... (l - 1) 

dans un ordre quelconque par Wj, co^, ... a>,n. 

A cause de (2) les produits toio,, œw,, ..., wu>,„ peuvent s'écrire 

COti),.:;^o C-.i W, -f- C,.,2 Wj 4- ... -h rr,m ^mi 
(r = l,2, ... ?^l) 

OÙ les Cr,£ sont des séries rationnelles à caractère entier. L'élimination de w,, w^. ... w« 
conduit alors à Téquivâlence 






Cim 



il ^22 — W ... Cjm 



C»n2 ^mm "^^ ' 



dans le premier membre de laquelle les coefficients sont des séries rationnelles 
entières. 

3. — ■ Si Ç est une fonction de E et si 

o{y) = y" 4- B^ 2/""* H- ... -f- B„ c^s 

est l'équivalence de degré n, à laquelle satisfait Ç, le polynôme o{y) est ou irréductible, 
ou puissance d'un polynôme irréductible. 
Or, la norme de Ç 

«'est entière que si les coefficienti 



sont tels que l'on ait 



B; = a, 07?' + û5 -t., a^?i-^' + ... 
t pi ~ 



Pi > 0. 

(t = 1, 2. ... 71) 



Ce sera toujours le cas, en vertu des inégalités [(18) du § 3. 9j, lorsque 

p., > 0. 
^ous aboutissons donc à la proposition fondamentale : 
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La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction de E soit entière est que 
sa norme soit à caraclh^^eniier. 

Eft désignant, ainsi que cela se fera dans la suite, l'exposant p», entrant dans B„, 
sous le nom dJordre de ï)b(Ç), nous pouvons énoncer celle même proposition sous la 
forme : 

Pour qu'une fonction de l'ensemble E soit entière, il faut et il suffit que Tordre de sa 
norme soit positif ou nul. 

4. — Etant données deux fonctions a et p de l'ensemble E, dont la seconde p n'est 
pas équivalente à zéro, il existe toujours dans E une et une seule fonction y telle que 

Pï «^a, 

Si, en effet, nous considérons p = P(?/o), « = «(3/0)» îl existe, par. extension de la for- 
mule (5) (§ 1. 4), puisque P(t/) n'est pas divisible par â?(y), deux polynômes ^{y) et 
^i(y)» "{(y) ^® degré au plus égal an — 1, tels que' 

(3) PCv)T^y)-+-^(y)îïi(y) = «(!/) M 

tels par conséquent que 

P(.yo)ï(yo)~a(yo). 

La fonction y = Y(2/o) aîi^si obtenue est d'ailleurs unique, car si Ton avait encore 

P(.yo)ï'(yu)~a(yo). 

y' ctanl en y^ de degré au plus égal à (n — 1), on aurait : 

P(yo)[ï(2/o)-r(2/o)]~0. 
c'est-à-dire (§ 4. 4) 

5. — Deux fonctions a et p de E étant données, nous appelons quotient de a par p la 
fonction y de E telle que 

(4) Py cvd a. 



a 



Nous représenterons celle fonction y p&r i^ notation ^. 
A cause de (4) et de § 4. 10, nous avons 

X(p) i)b(Y)cxr) Dt>(a), 

de sorte qu'en utilisant la définition donnée §1.4, nous pouvons écrire 
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ou encore 

L'drdre de o% ( ? J esl égal à Tordre de X (a) diminué dp celui de ^.(p). 

6. — Une fonction quelconque a de Tensemble E est dite divisible par une autre 

fonction ^ du même ensemble, si g est fonction entière de £. 

Dans celle définition, comme dans la précédente, on suppose toujours que la fonc- 
tion p n'est pas équivalente à zéro, 
a étant divisible par p, et p par y, « est à son tour divisible par 7. 
Si en effet Ton a, Ç et yj représentant des fonctions entières, 

pÇ 00 a 

YYiC>oP, 

Ton a 

PyCiq ^î^ «P 

c'est-à-dire 

Y^iQ GX5 a, 

où Ctj est également fonction entière. 

Si Ton a a et P divisibles chacune par y et que a^ et p^ soient deux fonctions entières 
de B, Ton aura toujours aa, iti ppj divisible également par y. 

Des équivalences 

Yï'^^^ P 
on déduit en effet 

y(«i^ -*- Piî)'~ «*i -+■ PPi» 

ce qui démontre la proposilion, puisque a^Tt -^ p^Ç est une fonction entière, lorsqu'il 
en est de même de t) et Ç. 

Pour qu'une fonction a soit divisible par une fonction p, il faut et.il suffit que Tor- 
dre de a)b (a) soit égal ou supérieur à Tordre de DZ (P). 

7. X(a) et 5b (P) étant dn même oi\lre k, il existe une et une seule constante a 
telle que X(a — aP) soit d'ordre supérieur à k. 

Ayant 

a — «P <=^ (p — «) P 
et par conséquent 



X (a — ap) c>o X /^ — a^ 5b (p), 
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il suffit, pour démon Irer cette proposition, de faire voir qu'on peut (rouver une cons- 
tante unique a, telle que Tordre de dZ ( ^ — a) soit un nombre positif différent de 
zéro. 

a et p étant de même ordre, la fonction n = ^ aura sa norme d'ordre zéro et par suite 
J§ 3. 8) î satisfera à une équivalence 

S(y)~0, 

dont le premier membre, ordonné suivant les puissances croissantes de a;, peut s'écrire 

^(y) = [!/ - «)" -+- '^A (.y) ^- ^V,(3/) -+- ^VsCy) h- ••.» 

^^ A (y)* fi (yh ••• sont des polynômes entiers en y de degré n — 1 au plus, à 
coefficients constants. Par la substitution y — a == ^, on passe alors à un polynôme 
en ^ : 

2i (z) = ^" -f- œf^ (^ -r a) -h ixf^fii^ H- a) +- ... 

dont C — a est racine. Or dans !2, (z) les termes indépendants de z dépendent tous 
de or. 

Ob(; — a) est donc d'un ordre au moins égal à l'unité et notre proposition se trouve, 
par ce fait même, entièrement démontrée. 



§ 6. — Fonctions d'ordre minlmam. 

m 

k 
1. — k désignant l'ordre de X(a), le nombre entier ou fractionnaire - sera dit ordre 

de a par rapport à x. 
Dans le cas où a se réduit à une série rationnelle eu x 

aL = a^x^ H-ap^ia?? + ^ -+-..., 

comme l'ordre de i)b(a) est np, l'ordre de a par rapport à x sera le nombre o lui-même. 

D'après (es déûcilions, l'ordre d'une fonction a de E est toujours un multiple de -, 

et par conséquent, dans l'ensemble des fonctions entières de E, il y en a certainement 
dont Tordre, relativement à a?, est minimum. 

2. — V ordre d'ime fonction d'ordre minimum ne peut être que de la forme . 

La fraction étant supposée irréductible, on peut en effet toujours déterminer deux 
nombres entiers positifs n^ et k tels que 

-r' — 1 = As. 
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Si donc une fonction a de E, d'ordre -, est donnée, la fonction de E 



sera d'ordre - , puisque Tordre de sa porme est égal à 

s s 

Enfin, s sera soit égal à n, soit diviseur de n, puisque Tordre est toujours multiple 

de*. 
n 

2. Pour qu'une fonction a soit divisible par une autre fonction p, il faut et il suffit 

que Tordre de 1^(0 ) soit nul ou positif. Au oas et seulement dans le cas où cet ordre 

serait nul, nous disons que a est divisible exactement par p. L'ordre de X(ût) est alors 
égal à celui de %0). 

" désignant maintenant et une fois pour toutes Tune quelconque des fonctions d'ordre 
mitiîmum dont Texistence est établie, nous avons la proposition : 

Ironie fonction a de V ensemble Y. est divisible exactement par une puissance entièi^e 
positive^ mdle ou négative de ir. 

m étant Tordre de X (a) et Ten lier / = ^ Tordre de X(7r), Ton a elïectivement ?n 

mullfple exact de l. 

Pour le voir, nous posons m = /r -h f, où t désigne le plus petit reste positif de la 
division de 7n par /, et remarquons qu'ayaut 



Tordre de celte nc^rme se réduit à 



*(^)=S> 



m — r - = m — rl=^ t. 



SI donc t était diiïérent de zéro, comme Ton a 



n n s ' 



la fonction — serait relativement à x d'ordre inférieur à -. Ce résultat étant contradic- 
loire, on a forcément ^ = 0. 
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3. — Toute fonction a de t ensemble E est toujours divisible exactement imr une 
fonction 3fi r^, où q et p sont deux entiers dont le second peut être pris positif et égal 
à Vun des nombres 0, 4, 2, ... (s — 4). 

En effet si 

m = qn-h k (0 < A- < n) 

a ... "" 

est Tordre de JL (a), la fonction —- de E sera divisible par une puissance entière de ?:, 

t:^, telle que 



k étant positif et inférieur à n, j3 sera égal à l'une ou Pautre des quantités 0, 4, 2, ... 
s, — 1, cetjue nous voulions établir. 

4. -^ Les propositions 2 et § 5. 7 nous permettent maintenant d'afûrmer qu'à toute 
fonction a de E correspond un développement 

(1) a = a^TT* -H a^ + l^* + * ^ «A + 2^^ "^ ^ ^- - "+" «n^"" "^ - 

signifiant que 

« — ^;^7i* est divisible par t:* "*" *, 



Les a^, «;^ _L ^f ••. sont des constantes, A* un entier. Ce développement (1), qui en 
général se poursuit aussi loin que Ton veut, est unique ; car, si pour a Ton avait un 
second développement différent de (1), Ton en déduirait 

où 6/.pi 0; ce qui est contradictoire, puisrjue zéro est divisible par toute puissance de t.. 

5. — A côté du développement précédent, que nous n'aurons pasjà utiliser, on en 
peut considérer un autre, dont l'existence se trouve aussi établie par § 5. 7 et par 3 : 

(2) cL= aAr^'^^''-+-«A, r -f iX^rT -^ 1 -^ ... _|. a^^^ _ ^a?*ii* " ^ 

i = A 4- 1 
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Celui-ci, par définition, signifie que 



1 — ai,^x 11 



kr^ 



est divisible par a?*«*' + *, 



etc. 



Or. le second membre de (2) peut se mettre sous la forme d*ua polynôme en tt de 
Jegré s — 1, dont les coefficients sont des séries rationnelles en x. Nous aboutissons 
donc au résultat suivant : 

a étant une fonction quelconque cfeE et n une fonction (Tordre minimum - relatif 
à Xy il existe toujours un polynôme en ir, unique (Tailleurs, 



b^-^b.Tz-i- ...H- &,_!«* 



— 1 



de degré s — i au plus, dont les coefficients sont des séries rationnelles en x et tel 
que la différence 

a — (6q -h ^ n 4- ... -f- «», _ 1 -lï* "" *) 
soit divisible par une puissance entière de x aussi élevée que Von voudra, 

6. — En appliquant ceci aux puissances de y^ : 4, y^, y^*, ••• ^o^ "" *» nous aurons n 
différences, divisibles chacune par une puissance de x aussi élevée que Ton voudra : 

y'o - (Aot + Al,. 71 -h ... -f. A, _ 4^ i ir* ~ 1) 
(t = 0, 1,2, ... (n — 1)) 

dans lesquelles les A^;^ sont séries rationnelles en x. 

Si maintenant s est inférieur à n, il existera toujours n séries rationnelles G,j _ £, 
Cn — 2- ••• ^1' ^0 ^^^'^^ ^"® **®" ^^^ ' 

B^ = C^ _ i A^O -+- C^ - 2 Aai -+- C,, _ 3 Af^^ -4- ... H- Cq Aa, ^ _ 1 ~ 0, 

[A = 0, 1, 2, ... {s - i)] 



«— 1 



telles par conséquent (§5. 6) que la différence 

A = 

^^^o"^-^ ^i^^^ ^ ^ + . . . -+- c„ - 2 yo -^ c^ - i 
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soit divisible par une puissance entière de œ aussi élevée que l'on voudra. 
Cela étant, la fonction 

Coyo*" "■ * -*- Ciyo** -• ^ ^- .- -4- C^ - 1 = ^ 

satisfait, puisqu'elle appartient à £, à une équivalence de la forme 

y^ -H A'^y^ - * -f- ... -h A',^ ~ 0, 

dont le premier membre peut être ou irréductible, ou puissance d'un polynôme 
irréductible. L'ordre de la norme ( — \y^ A'^ de t) est aussi élevé que Ton voudra, et 
par conséquent (§ 8. 9) Ton aura tj^ cxs 0, c'est-à-dîre 

(Coyo"-* + - + G„_i)»=-0 
et par suite 

Ceci est impossible, vu Tirréductibililé de l'équivalence de degré n f(3) du § 4. 
dont yç^ est racine. 

L*hypothèse s <^n est donc inadmissible et l'on a nécessairement s = n. Par 
suite : 

L'ordre relativement à œ des fonctions d'ordre minimum dans E, est égal à -. 



§ 7. — Forme nécessaire de j/q. 

1. — Tï étant d'ordre minimum, sa norme, à cause de la proposition précédente, 
sera nécessairement d'un ordre égal à Punité. Ceci exclut pour -n la possibilité d'être 
racine d'un polynôme réductible. 

Soit 

( I ) a (y ) = y^ -h B i y « - ^ ^ . . . + B ^ oo 

l'équivalence irréductible à la laquelle satisfait ir. A celle-ci correspond un diagramme 
tePque celui représenté dans la figure 3. Soit SI' [y) le polynôme à coeFficientp, séries 
rationnelles en ^, que Ton obtient en substituant, dans 12 (y), ^'^à o^. Le diagramme re- 
latif à 9! [y) est alors donné par la figure 4, dans laquelle, à part A' et B', aucun point 
représentatif ne se trouve sur A'B'.En effet, dans tous les coefficients B^, B-g, .., B,j_j 
de 2 (y), le premier terme est, ainsi que l'iudiquela Cgure3,au moins du premier degré 
par rapport à a?. 
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On peut en conséquence écrire 

formule dans laquelle ^ s'étend à lous les termes de Q(i/)dont les points représentatifs 
soûl au-dessus de A' B', et où a n'est pas nul. ' 




Maïs y^ -h a V^ peut se décomposer en n facteurs linéaires distincts. ^' (y) est donc 
détoniposable (§ 3. 6) en un produit de n facteurs : 



{2) 



'2'(y) = n(y-^t(^)) t->i 



iz=i 



dans lequel les pi (0 sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes de $, 
comiuençanl toutes par un terme du premier degré. 




Fig. 4 



(3J 



De (2) nous déduirons aussitôt 

Q(y)=];](y-p.(x'^)) 1^1 



= 1 



àe ftûrte que n racine de (!) ne peut être que l'une ou lautre des n séries ;>; l^x^y 
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2. — Le8 fonctions 1, ir, tt, ..» ir** , nécessairement indépendantes à cause de 
4'jrréductibilité de (1), constituent une base de E, et l'on a en particulier 



(4) yo^^Co + C, ^ -^ ... -4- C^ _ 1 it^^- * 

où les Cq. Cj[, ... C ^ _ ^ sont des séries rationnelles en x. 

Nous en concluons immédiatement, après avoir ordonné convenablement les termes 
du second membre de (4), que yo est nécessairement une série ordonnée suivant les 

1^ 
puissances croissantes de o) n . Dans cette série figurent en outre forcément, comme 
exposants des x, certaines fractions qui, mises sous forme réduite, admettent n comme 
dénominateur. 

Si ce n*était pas le cas en effet» Ton aurait, en désignant par l un nombre inférieur à n, 
l séries conjuguées et distinctes, j/q, y'o» 3/"o» ••• 3/o^^ "" ^\ et le produit 

(y — vo) {y — y'o) •••• (y — yo^^ ~" ^0 

polynôme en y de degré Z, aurait comme coefficients des séries rationnelles eux. Résultat 

<<;ontradictoire, puisque yo ne peut être racine d'une équivalence de degré inférieur à n. 

On a donc Z = n et l'on voit en outre que Téquivalence irréductible de degré n, 

^ (y) <^^0} admettant la racine i/o, admet nécessairement (n — 1) autres racines, 

.yo> yo » ••• yo 
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DEUXIÈME PARTIE 



§ 8« — Remarques préliminaires. 



1. — Nous avons vu (§3. 8) qu'un polynôme en y dont les coefficients sont à carac- 
tères entiers, est nécessairement réductible, lorsque ses termes indépendants de j: se 
réduisent à un polynôme entier dont deux ou plusieurs racines sont distinctes. 

Nous revenons sur ce point là, en partant d'une proposition d*algèbre élémentaire 
(conséquence du reste du lemme § 3. 1). 

Si deux polynômes entiers en œ, A et B, ont un résultant diffèi^ent de zéro, il 
existe toujours, quel que soit le^polyn&me entier C, deux autres polynômes U et V 
tels qu'identiquement Von ait 



(i) 



AU-f-BV=C. 



Si les degrés respectifs de A et B sont k et /, U et \ pourront être choisis de degrés 
respectivement inférieurs à l et k^ et cela d'une manière unique^ lorsque C est de 
degré au plus égal à k -h l — 1 . 

Nous pourrons, au moyen de ce lemme, obtenir les séries, racines d'un polynôme 
quelconque ^(y) et monlrer qu'elles sont convergentes lorsque les coefficients de 
J£(y) le sont aussi. 



r* 



2. — Un polynôme quelconque ^(y), tel que ceux considérés dans (1) du § 2. 1^ 
étant donné, nous l'ordonnons suivant les puissances croissantes de x et obtenons 



(2) 



^(y)=F(2/)-l-a;F,(y)+^«F,(!/) 



^Fn (y) 



Tous les coefficients du second membre sont des polynômes enliers de degré (n — i) 
an plus, à coefficients constants. Seul F(^) est de degré égal à n. 

Par hypothèse, deux racines de F (y) sont au moins distinctes; en conséquence, nou» 
écrivons 



(3) 



F(y) = H(j,)G(y). 



\ 



en choisissant H (y) et G (y) sans diviseur commun. De plus, k ei. l sont les degrés re»-s 
pectifs de H (y) et G (y) et nous avons 



w 



k -h l = n. 
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Gomme H et G opt un résultant différent de zéro, nous pouvons, par application 
du lemme 1, trouver deux suites de polynômes entiers en y, tous bien déterminés 
H„ H„ H„ ... de degrés au plus égaux à A — 1, G„ G„ G,. ... de degrés au plus 
^gaux h l — 1 , vérifiant successivement les identités : 

F. = HG, -*- GH. 

(5) F,^H,G. = HG, + GH, 

F, - (H, G, H- H, G.) = HG3 + GH, 



lesquelles s'écrivent encore 

F, = HG, -t- GH, 
<6) F, = H6, H-H,G, + H,G 

F, = HG, + H,G, + H, G, + H,G 



Si donc nous 


posons 




• • • • 




«. 


3é(y) = 


= H(y) + û7H,(y) 


-ha^H 


.(y) + 




'5(y) = 


= 6 (y) -HO? G, (y) 


+ a)'G, 


.(y) + 


us aurons en 


conséquence 










'£{y) = 


= ^(y)Ç(i/) 




[X] 



et aurons ainsi effectué une décomposition de ^{y). 

3. Dans le cas où F(t/) a toutes ses racines égales, une décomposition telle ^ ue (3) 
n*e8t plus possible, et il faut modiGer noire procédé. ' 

Nous pouvons supposer que F (y) = y**, puisque un changement de variable de la 
forme y — a = y', effectué dans f (y), nous ramène à ce cas-là. Dans cette hypothèse, 
le contour polygonal dans le diagramme qui correspond à S {y) peut être ou non brisé, 
mais son premier côté ne coïncide pas avec Taxe des abscisses. 

Nous distinguons deux cas. 

Prbhibr cas. — Le contour du diagramme est brisé. 

Nous nous reportons à la Ggure 1 du § 2, et remarquons que Ton peut alors écrire 

i^) ^(y) = y^ - P^ /(^> (y, ^) -^ ^K? ^' y^ 

formule dans laquelle y^ "" P» f^^^ (y, a?) comprend les termes de $(y) dont les points 
représentatifs sont situés sur Âq Ap Les points de coordonnées (P, a) qui correspondent 
ii 2, sont tous situés au-dessus de Ao A^ et de son prolongement. 
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On a encore (§ 2. 4), après avoir désigné rinclinaison de AoA, pat la fraction ré- 
duite £i : 

(8) np, < c,q, 4- Pp.. 

La substitution 

transforme alors le second membre de (7) en l^^i ^' {z) où 

«' (^) = [;»" - P' G (^) + ? 2 A,p ?'' ^^]- 

Dans f (5), G (^), à cause de la forme particulière de f^^Hy, ou), ((5) du § 2- 8), est 
un polynôme entier en z, dont aucune racine n'est égale à zéro ; et e^ à cause de (H), 
un exposant positif différent de zéro. 

^ [s) est donc, d'après 2, décomposable en deux facteurs 

3é' (z) = ^«-?i -f- î H, (z) + î« H, [z) + 



Les deux membres de (9) multipliés par^"^i donnent ensuite 

f^l nous avons, là encore, une décomposition de £ (y). Ici en effet il est possibb, comme 
ou ^ 3, 3, de remplacer dans les deux facteurs du second membre et sans introduction 
d aucune irrationnelle ou de puissances négatives de ^, z^^i par 2/ et ;V| par a.\ 

DeuxiIsue cas. — Le contour du diagramme est recliligne. 

Ici, la substitution y = 3^ Ji^, a; = Çî transforme les polynômes/ (y, j-) et /? (y^ ^n dans 
g 3. 6 en deux expressions 

l^iP9 F (z) et {(>-2 + »'3 + \ + r.)+;>g g (z) 

dans lesquelles 

F {z) = {z'i -+- fl,) 

G {z) = [z^ -+- aj'^ {z^ 4- a^p ... (^? ^ a^y- ; 
' ^ (y) devient Ç^*"* + ''î + .- + '•.);'S' <^' (j) et Ton a 
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avec a toujours supérieur à zéro. Comme le résultant de F(^) et G(^) n'est pas nul, oi> 
peut ici encore opérer comme dans 2, et, après avoir obtenu la décomposition de ^'(s)^, 
passer à celle de $ (y), 

4. — Si Ton a 

00) A'oAo~i 

les racines de 

(i«) Aoy^-h Ajy»»-* -h ... -h A„c^O 

seront les mêmes que celles de 

(12) yn -f- A'oA, y»-» -+- ... + A'oAnCV.0. . 

Si, de plus, les coefficients de Téquivalence (12) ne sont pas tous à caractère en- 
tier, une substitution 

03) y = ^, 

OÙ k représente un certain entier, la transformera en une autre de celle forme-là. Des 
racines du polynôme ainsi obtenu Ton passera facilement à celles de (il). 

Nous pouvons en conséquence, dans la détermination effective' des racines des poly* 
nômes, supposer qu'ils sont de la forme 

0^) î/«-i-Ajy«-*-f- ... +A„ 

dans laquelle les séries rationnelles A|, Aj, ... A» sont toutes à caractère entier. 

Si, en outre, Ao dans (10) est une série [convergente dans le voisinage de a? = (à 
l'exclusion peut-ôlre du point as = lui-même), il en est de même de A'o, et par con- 
séquent des coefGcienls de (12) si ceux de (14) le sont aussi. Les coefficients de (12) et 
ceux du polynôme que Ton obtient après une transformation telle que (13), sont aussi 
simultanément convergents. Il suffira donc, pour la démonstration de convergence des 
racines d'un polynôme en y, de considérer un polynôme tel que (14), dont les coeffi- 
cients, séries rationnelles entières, convergeront tous dans le voisinage de a? = 0. 



§9. — Dcteriiilnation efiTective des racines dune équivalence. 

Un polynôme en y, âf(y), dont les coefficients sont à caractère entier, élant 
donné, son contour dans le diagramme qui lui correspond est en général brisé et admet 
un premier côté coïncidant avec Taxe des abscisses. On peut alors, par le procédé indiqué 
dans § 8. 2, obtenir le facteur K (y) qui correspond à co premier côté et décomposer 
ainsi âP [y) en deux facteurs : 

*(y) = 3»6(j,)2(y) . [T] 
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Le diagramme relatif à 2 (y) aura généralement aussi son contour hrtaé, mais soo 
premier côté ne pourra se confondre avec l'axe des abscisses. Nous utilisons alors la 
méthode § 8. 3 et obtenons le facteur }(t/) qui correspond à ce dernier côté. Et ainsi de 
suite ; de la sorte, on arrivera à mettre ^£ (y) sous la forme 



£{y) = 3é(y)'i{y)...Hy) 



[«>} 



Dans cette dernière relation, les facteurs du second membre admettent tous des 




Fig. 5 

contours rectilignes et sont en conséquence décomposables chacun en facteurs de la 
forme 



(i) 



(^.•.4-a,,a^'-.)'.-. H-2]A.px»t/? 



dont le diagramme peut être caractérisé par une figure telle que {fig, 5) dans laquelle 
les points représentatifs de 

sont situés sur AB et ceux de >^ A^^x^y^ au-dessus de AB. 
La substitution 

(2) a, = ^f< 

transforme les facteurs (1) en expressions : 



(î/«. + ",•,!?■"■)"'■ +2 A.pC''»' 



N 



\ 
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décompoaables à leur tour «n q^ facteurs tel» que 

(3) (y + «f«îV +i;^«MÎ!'? 

dont les diagrammes correspondants sont du type donné dans la Ggure 6i 
Tous les points représentatifs de 



. S^-p^îî 




Fig. 6 



sont (§ 3. 7) situés au-dessus de A'B'. On a 



et par conséquent 

c'est-à-dire 

où 






Les facteurs (3) que nous désignerons par $^ (y), pourront donc s'écrire sous une* 
forme plus explicite 



(*) «,•. (y) 



(y-4?f')" 



+2A,,5r^"'--'^^sp- 



IJL>1 

<< p < «/j - 1 



On peut, si Ton veut, supposer que {x et P prennent toutes les valeurs entières satis- 
faisant aux inégalités écrites sous'V; mais alors certains des coefficienls A ^ seront 
égaux à zéro. 
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En convenant d*éleudre le produit TT à tous les facteurs $i que Ton déduit de^(y), 
^(y), ... 'X(y), nous avons : 

Les nombres n^ et q^ dans ff,- vériGent Tinégalité 

(6) ^i,%<n, 
comme conséquence de 

où n est le degré de â? (y). 

Nous remarquons enûn, lorsque le premier côté dans le diagramme de 5f (y) se confond 
avec l'axe des abscisses, que les diviseurs (1) qui lui correspondent sont de la forme 

où a > 0. 

Or ici q^ = i, Pi = 0, et la substitution (2), ici x = ^^, nous conduit bien à des 
polynômes du type (4). Nous n'avons donc là rien d'exceptionnel, et nos considérations 
sont tout à fait générales. 

Par la substitution 

(7) y -h aV' Ç.^'t = y, 

-effectuée dans ^^ (y), nous obtenons un non veau polynôme que nous désignons 
par 'J^i^Cyi) et qui peut s'écrire 

< Y < n,-^— i 

Dflfhs celui-ci, les variables sont y^ et ^^ de sorte que, lui appliquant les procédés de 
•décomposition que nous venons d'effectuer sur 'J^(y)r nous obtenons une décomposition 
en facteurs telle que (5) : 

(8) «i,(y.) = n*.-.w(y«) 

où 
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Ici l'on a en correspondance avec (2) et (6) : 

(9) «. = $/*■'** 

et, nouvelle inégalité, non encore rencontrée : 

(il) Pi i >Pi Ça . 

Celle-ci s'établit en remarquant que Tinclinaison de Tun ou l'autre des côtés du con- 
tour dans le diagramme relatif à ^^ (yi) et que représente le rapport -^i^, est infé- 

rieure ou égale à celle du premier côté. Or, un point quelconque du diagramme de 
S?, (yi) a respectivement, comme coordonnées, ^ ei [i -h (n^ — ^)Pi » ^* l'inclinaison 
du vecteur qui joint celui-ci au point d'ordonnée nulle et d'abscisse n^ , est égale à 



La plus petite inclinaison que peut prendre le premier côté du diagramme est donc : 
de sorte qu'ayant 



n^-^ 



M. "i. 



V ' "• " 



l'inégalité (tl) se trouve vérifiée. 

Poursuivant ainsj, on arriverait à des polynômes 

(•2) «i,i,...<.(»_.) = 

dans lesquels k serait aussi grand que Ton voudrait et qui, à cause des substitutions 
successives 



U-1 -^ 



; t^il t2 — ** 
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seraient diviseurs du polynôme primitif $ (y) où x aurait été remplacé par 



C^t't î'iiti . . ^ij t2 ... ik 



Les inégalités 



^t\t2 ... i» î'tiia ... ik "^ ^îi t'a ... t*_, 

montrent alors que, à partir d'une certaine valeur de A, tous les n^ ^ ^^ sont 
égaux à une valeur constante. Si celle ci est différente de Tunité^ nous pouvons afOr- 
mer que $(y) admet des diviseurs multiples. Ce cas (§ 1. 6) peut toujours être évité. 
Si, au contraire, à partir d'un certain A, tous les w^ ^ ^^ sont égaux à Tunité, comme 
il en est alors de même des q^ ^ i^^ on voit, à cause des inégalités 

Pi, t2 > Pi, ^t'i t'a 



Pii r'a ... ik ^ Pi, tj ... û. i ^i, ii .. 



jointes aux relations 



1 



Va = y* - 1 -t-«JV* ■■;•'* ^a' ''■■■'* 



que le procédé indiqué conduit à une décomposition du polynôme ^£Q/) en un produit 
de facteurs de la forme 

où p{lit)i représente une série ordonnée suivant les puissances entières et croissantes de 
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On obtient aiosi toutes les racines de réquivalence $(y) cxs 0. Celle-ci se répartissent 
en systèmes circulaires, résultat connu d'ailleurs sur lequel nous n'avons pas à insister 
ici. 



^ f O. — Déaionstration de convergence. 

La méthode développée dans le paragraphe précédent fait usage uniquement du 
lemme indiqué dans § 8. 1. Si donc nous reprenons les notations du § 8. 2 et faisons 
voir que les coefficients de 5R) {y) et Ç (y) convergent dans le voisinage de a? = 
lorsqu'il en est de même de ceux de £ {y), nous aurons par le fait même démontré que 
les racinps de âP (y) svs sont convergentes dans le voisinage de x = 0. 

Supposer que les coeffici«nls de $ (y) sont tous à caractères entiers, n'est pas (§8. 4) 
une hypothèse restrictive. Soit donc 

(1) 2 (y) = a« (y) Ç (y) M 

avec 

( « (y) = y" -H .. • + Ai (:r) y" - «■ + . . . + A„ (X) 

(2) I ?6(y) = y* + ... + B^ (a;) i/* " ' + ... -H B;i (x) 

( ^ (y) =- y' + - + R'i (^)y' -*+••. + b', (t) 

où 

A,- ix) = a,o ■+■ a,-i « + ... + a f„ a?" + ... 
(f = 1. 2, ... n) 

(3) ' B; (x) = b'fo -h b'n X + ... + b'i^ a:" -+■ ... 
1(1 = 1,8,...*) 

B'i (r) = ô"io + *"ii ^ + ... + 6"i.^ ^'' + ... 

'. (t = 1.2. ... i) 

N indique ua terme de rang quelconque, et les a^Q, b'jQ, b"^Q, paisque nous nous 
plaçons dans le cas de § 8. 2, ne sont pas tous nuls. 
Ordonnés suivant les puissances croissantes de x : 

( î (y) = F (y) + 0. Fl (y) 4- ... + a;- F„ (y) + ... 
(*) I 36 (y) = H Oj) + xUi (y) -f- ... -t- x" H„ (y) + ... 

Ç (y) = G (y) -hxGi (y) + ... + a;" G„ (y) + ... 
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où, à cause de (3) el pour N > 1 : 



un- 1 



(5) 






Gn(2/)=^^1n2/' 



l — 1 



^^Ni/' 



l — î 



'An 



Zn 



Les polynômes F (y), H (y) çt G (y) sont respectivement de degrés égaux à n, A et /. 

Les coefficienls de $(y) sont par hypothèse convergents dans le voisinage de a? = 0. 
Soit en conséquence g la plus grande des valeurs absolues, prise par chacune des séries 
Ai(x) sur la circonférence d'un cercle de rayon R el de centre x = 0, compris à l'inté- 
rieur de tous leurs cercles de convergence. Nous avons alors, d'après une proposition 
connue de la théorie des fonctions : 



(6) 



«.« <^S- 



Les égalilén (5) du § 8 donnent également 



(7) 



''n — (HiGn_i -(- H2G„_2 



+ H^-lGi) = lIG„ + GH„ 



OU plus simplement 



i«) 



*« = HG„ + GH„, 



identité dans laquelle le premier membre est un polynôme de degré n — 1 au plus. 
On en déduit, connaissant 4>j^, H et G, les polynômes U^ el G^,. La méthode des coef- 
licients indéterminés, que nous employons pour la détermination de ces derniers, con- 
duit alors à un système de h -h l = n équations linéaires. Leur déterminant est le 
résultant de H et G qui, par hypothèse, est différent de zéro. Les seconds membres de 
ces n équations sont, dans un ordre déterminé, les n coefûcients de *j,. 11 en résulte 
que, en représentant par e^ un nombre positif supérieur à la plus grande des valeurs 

absolues des coefficients de <t>^, et par la plus grande valeur absolue prise par un 
mineur du 1*''' ordre du résultant, divisé par ce résultant lui-môme, nous aurons 



(9) 



I K\ <«nA 



où b^ est l'un quelconque des coefficients b'^^ ou b\^ entrant dans Hj, et G,,. 
Les polynômes Hi et G, vérifient la relation 

F, = HG, + GH„ 
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de sorle que, pour chacun des coefficients ^^ de l'un ou Tautre de ces polynômes, l'on 



aura 



(io) 6. <Ca 



R' 



puisque, à cause de (6), 



e,<i- 



Les polynômes H^ el Gj vérifient la relation 

Fj— HjG, = HGa H-GH,, 

dans le premier membre de laquelle les coefflcienls de F, sont, en Vertu de (6), tous en 
valeur absolue inférieurs à j~, tandis que ceux de H^G^, étant de la forme 

sont, à cause de (tO), (ous inférieurs en valeur absolue à 

X ^' A» • 

X représente le nombre maximum des produits 6'^ 6'^-^, dont un coefficient de H^G^ 
peut être la somme; il restera le même, quels que soient les produits H^ G^ que nous 
considérerons dans la suite de celte démonstration. 
On a donc 

^ï *^ jJa ~î~ ^ jTî ^ 

et par conséquent 



ou 



e^ <C -rM X^A* dans le ras de X^A* > 1. 



Dans la première de ces deux alternatives, à cause de (9), nous avons 



et dans la seconde 



IM <2-9^ 



! M < 2 ^ (^M*). 
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Nous sjmin^s ainsi conduits à supposer que, pour X^A' '< I , 'on a 

inégalité dans laquelle mN représente un certain coefficient. Comme elle se trouve véri- 
fiée pour N égal à 1 et 2, nous allons la supposer vraie pour N égal à 1 , 2, .i. (N — i) 
et démontrer qu*elle est exacte encore pour N. 

Dans ce cas en qffet, si Ton tient compte de (7), Ton a 



cVst-à-dire 



et à fortiori 



/ N-l \ 



/ N-l 

en <^ ^ 



pour Xy A* < 1. 
Ainsi rinégalité (il) se trouve établie, et l'on voit en outre que 

N— 1 

(12) ^>*H = * H- 2 ^^J ^N-r 

y = i 

De la même façon, Ton verrait que, pour X^ A* > i, Ton a 
(•3) !««« l<»"K^^(>i7A')"-* 

OÙ m^ représente encore le nombre défini par (12). 

Si maintenant nous revenons aux égalités (3), nous voyons» en tenant compte de 
(H) et (13), que les séries B, (a?) et B/ {x) sont convergea tes/en même temps que 

00 
N=i " 

si X^ A^ < 1 ; en môme temps que 

QO 00 

si X^A>> 1. 



Digitized by 



Google 



/ 



— SS- 
II suffit donc, pour établir la convergence des séries B, (x) et B'i (or), d'établir , celle 
de la série 

00 



(16) :,= ^m^t^ 



N=l 

dans laquelle 971,= 1, m, = 2 et où m,,, d'une façon générale, est le nombre défini par 
la formule récurrente (12). 
Dans ces conditions» si la série (16) e»t convergente, comme l'on a successivement 

jg^ = m\ t^ -H (mi m, -^ m^ fn^) t^ -h- ... 
ar» = (wg — i)l^ -h (m, — \) t' -\- {m, — l)./* -f- ... 
(17) z' = z^ ' 



1 — < 

l'on a nécessairement 



^ = H*-\/V^' 



n/^ 



puisque, pour < = 0, j? doit s*annuler. 

Mais celle dernière déduction suppose expressément la convergence de (16) et nous 
ne pourrons écrire 



^--^('-v/^) 



(18) 

qu'après avoir démontré que le développement en série de 



i {< - v/'t^) 



coïncide bien avec 

2 *"« ''• 



«=i 



On le voit en remarquant que la dérivée N'*"»', prise dans les deux membres de (17), 
conduit à la relation 



*«("> H- (;■) y«("-*) + ... -H (^") ^- «(--/) -H ... + j(N) ^= ^(N) . 



NI 



_/,N+l 



(1 - tf 
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laquelle, par le fait que ^ = pour t = 0, nous donne : 

_o__| ^ *o fo 

NI Z 7T (N-i)! 

où z^^^ représente ce que devient z^^^ pour ^ = 0. 

Ceci n'est pas autre chose que la relation (12) mise sous une autre forme. 

L'égalité (i8) étant ainsi rigoureusement établie, nous en concluons .immédiatement 
la convergence de (16) pour 

IM<B 

A cause des hypothèses faites, les coefficients Bj (a?) et B\ (x) de K (y) et Ç (y) sont 
des séries convergentes dans des cercles de rayons unis. Ces derniers, suivant que Ton 

a ^^'A* <. 1 ou X^ A' > i, sont au moins égaux soit à -p- soit à kt—vs- 
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TROISIÈME PARTIE 



:§ 11* — Généralités, problème fondamental, systèmes équivalents 

et systèmes normaux. 

ri. — En désignât)! par R, la surface de Riemann et par E(a?, y) le corps de Tonctions 
algébriques qui correspond à Téquation irréductible 

(1) F(y,^) = 0, 

le problème considéré par M. Hensel comme fondamental pour la théorie des fonctions 
algébriques peut s'énoncer comme suit (^) : 

Trouver toutes les fonctions du corps E(a7, y) régulières en tout point de R, sauf 
, peut-être aica: points en nombre fini 

A,A^A^~.AW, 

àii leur ordre doit respectivement être au moins égal à 

X, V, X*, ... xw. 

On sait qu'il n'y a pas d'inconvénient à supposer tous les points AW situés dans le 
•fini, tous les points à Tinfini de R^ étant eux-mêmes simples. C'est l'hypothèse que 
nous faisons en conséquence pour la suile. 

2. — Dans le corps E^o?, y) existent toujours, sinest le degré de F(t/, ce) par rapport 
à y, n fonctions rationnellement indépendantes 7] j, r^, ...t)„ telles que toute fonction t] de 
^(^> y) puisse et cela d'une manière unique se mettre sous la forme 

TQ = W, r,4 -H Z^,Tf)2 -+- ... -+- UnTin 

OÙ les u^fU^, ... Un sont des fonctions rationnelles de x, 

(*) Voir à propos de ce problème et de toutes les définitions et démonstrations se rattachant à 
ce qui suit, le grand traité de MM. Hensel et Landsberg « Théorie der algehraischen Funotionen 
'^V^^J^^P^^^^^ ^"^ ^^^^ ilnM;tfndwn^ au/" algebraische Kurven und abelsohe Intégrale » paru 
•chez Teubner à Leipzig en 1902. Une solution du problème qui nous occupe se trouve développée 
• dans les chapitres xi?, xjv« et xv«. 
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De tels systèmes sont dits systèmes ralionnellement indépendants. On les désigne* 
aussi sous le nom de base de E(Xf y), La condition nécessaire et suffisante pour qu'un, 
système (tjï) soit base de Eix, y) est que le déterminanl 



,<"4'> 



.(1) 



(n) ,(n) (n) 
n 



'i ■ \ 



=u;« 



.(*) 



de celui-ci soit différent de zéro. Ici, comme dans la suite, r^\ représente ce que de- 
vient la fonction ï), == o (y, x) lorsqu'on y remplace y par sa conjuguée y^*) déduite- 
de (1). 

3. — L'étude des fonctions algébriques conduit à la considération des systèmes équi^ 
valants. Sans revenir sur leur définition nous rappelons que : 

Tout système de n fonctions $< est équivalent à un autre système rationnellement in- 
dépendant (y\h) si : 

1* Chacune des fonctions ï^ peut se mettre sous la forme 



5» = 2 ^^^'^^ 

dans laquelle les b^f^ sont des polynômes entiers en x et si : 

2"" Le déterminant {.du système \i est à un facteur constant près différent de zéro* 

I(A) I 
TQ^ du système (r^,) (*). 

4. — Si û? = a est une quantité finie à laquelle correspondent n points simples de 
Rjp, les n développements d'une fonction r,j du système rationnellement indépendant 
(r<i) peuvent s'écrire en supposant que les coefficients a^ ne sont pas tous nuls : 



(k: 



1, 2 ... n) 



Dans le développement en série 



«1 ^2 



S^) 



MM 
«1 H 



™W 



(aî_ajPi + P2 + .- 



+ P» 



(«) H. et L. — Loo, cil , p. 160. 
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<du déterminant 

.(1) 



(k) 



a'l>(a,-.af^., a'^>ix-ap+., 



fl) 



a-(a,-ar-4- 



»/ 



,(»») 



«^"'(^ _«/'+., a'^\x-af'-^., .... a^f^^— af +., 



îl peut se faire que ie premier terme dont Je coefGcient n'est pas nul soit une puissance 
^d de(x — a) égale ou supérieure â p, + pj -f- ... -|- p^. 

Si le déterminant a^ est différent de zéro, nous avons 

rf = Pj 4- ps H- ... 4- pn 

et dans ce cas Ton dit que le système (tq,) est noi^mal pour x r^a, S*il ne Test pas il 
-eat possible de construire un système normal pour â? = a qui lui soit équivalent. 



Le déterminant «^ est alors égal à zéro et il existe par conséquent un système de 
constantes p^ p,, ... p„ telles que 

(A = 1, 2, ... n) 

Soit p« la dernière d'entre elles dillérentede zéro et supposons les notations choisies de 
manière à avoir 

Pi < P* < ••• <?«• 

On forme la fonction 

5 = Pi (^ - «F'"^* 'Il ^ ... + P. -. 1 (^ — fl)P'-p-i ^. - 1 -^ M, 

et Ton remarque que les deux systèmes 

V)i, Tig, ... ïl^ _ 1, 7)^, Ti, ^ I, ... ïî^ 

T^ii TQ2» ... "n^ — i> ?» ^1»* + 1» ••• 'ÎH 



et 



sont équivalents. Mais comme les développements de % dans le voisinage de o; = a 
commencent tous par une puissance de (a? — a) supérieure à p, le second système sera 
peut-être normal. S'il ne l'est pas, on le transforme comme le premier. Après un 
nombre fmi de telles opérations et du fait que d reste invariable, on obtient un système 
équivalent au système primitif et normal pour x^= a. 

5. — Dans le cas où les points à TinGni de R^ sont tous simples les mêmes 
•considérations sont applicables. On définit de la même manière que ci-dessus les 
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systèmes normaux pour a? = qo et une démonstration à peu près identique à celle qur 
précède montrerait qu'il est toujours possible, un système rationnellement indépendant 
étant donné, de construire un autre système normal pour œ = qo qui lui soit 
équivalent. 

6. — Soit maintenant t) une fonction quelconque de E (œ, y) et 

{k = i. 2, ... n) 

ses n développements pour x = co , p étant le plus petit exposant tel que les coefficients- 

a^^) ne soient pas tous seuls. 

A cet exposant p nous donnons le nom à*exposant de la fonction t) et nous nous 
bornons à énoncer la proposition : 

Lorsqu'un système ti^, r^ç^^ ... r^nestnoi'malpourx=^ oo , V exposant de toute fonction 
6 de la forme 

e = w^ Y)^ H- Wg Tfjg + ... -h î^^ r^n 

dans laquelle les u^ sont des polynômes entiers en x de degrés respectivement égauar 
à r-y est égal à la plus petite des quantités 

— n-+-pl' — ''2 + P2» —^n-^Pn 

ou p^, pg, ... p„ sont les exposants respectifs des fonctions 7)^, r^g, ... >)^. 

On peut étendre encore la définition des systèmes normaux au cas où des points 
de ramification correspondent à x fini ou infini et le théorème ci-dessus n'est qu*un cas 
particulier d'une proposition plus générale Q), 



§ f !2. — Systèmes fondamentaux relatifs àx = a, 

1. — Etant donné un certain nombre de points analytiques, on peut, en affectant 
d'exposants entiers positifs, nuls ou négatifs, les lettres A, B, ... L qui servent à les 
désigner, former un produit symbolique 

:i^=.A«B?... L^ 

auquel M. Hensel a donné le nom de diviseur algébrique. 

(0 H et L. — Loc, cit. p. 165 et suivantes. 
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Les lettres A, B, ... L peuvent d^ailleurs correspondre à des points quelconques^ 
de R^ situés aussi bien dans le fini qu*à l'infini. 

Nous dirons alors qu'une fonction /j de E (a?, y) admet le diviseur îJ) si, quelle que 
soit la manière dont elle se comporte aux points de R^ distinclsde A, B, ... L, son ordre 
en chacun de ceux-ci est respectivement égal ou supérieur à a, p, ... X. 

2. — Supposons pour fixer les idées qu'à x =^ a correspondent sur R^ trois points 
superposés dont les ordres de ramification sont respectivement a — 1, ^ — 1, ^|^— ( et 
tels par conséquent, que 

a 4- p H- Y~ ^ 
Supposons également qu'un diviseur tel que 

.1> = A> ApP aH 

soit donné; le but de ce paragraphe est de montrer comment on peut construire un 
système rationnellement indépendant t;^ t)2' •*• ^n ^^ ^^^ ^^^^^ fonction et seules les 
fonctions de E {pc^ y) admettant le diviaeur X puisse se mettre sous la forme 

t^T)^ +*W2'Î2 -^ ••• -^-^n'în 

où les i^£, ii^y ••• ^n ^l'O'^^ ^^^ fonctions rationnelles de x entières pour x = a. 

C*est à de tels systèmes que nous donnerons le nom de systèmes fondamentaxuv pour 
as = a relativement au diviseur .h. 

On aura de même des systèmes fondamentaux pour toutes les fonctions qui 
admettent un diviseur quelconque ne comprenant aucune lettre relative à un point à 
l'infini de R^. La construction de ceux^-ci constituera l'objet principal du prochain 
paragraphe et conduira directement à la solution du problème que nous voulons 
résoudre. 

3. — L'hypothèse qu'à x= a ne correspondent que trois points superposés de R^ 
n'est nullement restrictive. Elle n*est là que pour simplifier les énoncés. Ceci admis, 
on voit que dans ce cas le polynôme entier F (y, x) irréductible au sens usuel du mot 
se décompose dans le voisinage de a? = a en un produit de trois facteurs. On a : 

F(y.'») = A(y)/p(y)/'f(y) [^-«l 

et les trois polynômes f^, f^, f^ sont irréductibles et distincts les uns des autres. Ils sont 
irréductibles parce qu'à chacun d'eux correspond un seul point analytique de R^, et 
distincts parce que F (y, ^)etF' fy, x) n'ont au sens habituel du mot aucun diviseur 
commun. Leur résultant R {x) n'est en conséquence pas identiquement nul et du fait 
que l'on a 

FOy, X) G(y, x) 4- F'/y, x) H(y, x) = ^{x) 



Digitized by 



i 



Google 



- 62 ^ 

où G et H représentent des polynômes entiers, se déduit immédiatement l'existence de 
deux polynômes en y, Ç{y) et ^(y) tels que 

F(y, ce) q{y) 4- ¥'y(y, cv) K{y) ^ { [x - a^] 

ce qui §1.6 suffit pour établir que tous les diviseurs de F(y, x) sont simples dans le 
voisinage de a? =: a. 

4. Soient maintenant 

les développements en séries, vérifiant Téqualion F(i/, a?) = dans le voisinage de 
â? = a. Nous pouvons supposer les déterminations choisies de façon que 

V^^\ y^\ ••• y^^^ soient racines de /J^ (2/) ^=^0 

'y{^ + 1), ^(42)^ ... y(« + P) » /^ [y) ~ 

Nous introduisons en outre des notations telles que 

Y^W ^ A mod (a? — a) ** 

où M est un entier positif et où A représente, dans le /:*^™* développement de la fonction 
T, = çp(a7, y)y Tensemble de tous les termes formés par les puissances de (^ — a) infé- 
rieurs à la M^^'"^. Cette notation ne devra pas être confondue avec son analogue intro- 
duite § 1. 2 et dont nous nous servirons également. 

11 est à remarquer que dans les congruences où entrera M, la valeur exacte de cette 
quantité ou de celles que nous désignerons par M', M^' ... n'aura pa« d'importance. Une 
congruence prise suivant une puissance M de {x — a) comme module n*aura 
jamais pour nous que la signification d'une congruence prise suivant une puissance de 
{x — a) aussi élevée qu'il est nécessaire pour le but que l'on se propose. 

5. — Ceci dit, nous considérons le premier des développements y^^^ = y se permu- 
tant autour de A^. 

Nous avons 

1 =1 

1 g-l 

jfi) =rtoi-+-ûi,i(^— «)''-+-••• ■+-«ût-i.i(^ — ^) 
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où les ag 11 Oi^t» ... «a — 1, , — 1 sont des fonctions rationnelles de {x — a) et M est un 
entier aussi grand que l'on veut. 
Dans ce système de congruences (1), le déterminant 



1 

%1 









«a- 1,1 



^0.«-l «l.a-l 



^a-l,«-.l 



ne peut être identiquement nul ; car s'il en était ainsi, il existerait des fractions ration- 
nelles Cq, Cj, ... Cgj_£ telles que 



va — 2 



(2) *(yW)=Co/)' VCi3/W" +...^C,_2i/(*)-^C,_i = mod.(x-a)>' 

où les coefficients C{, de même que les ùij, peuvent être envisagés comme ordonnés 
suivant les puissances croissantes de {x — a). 

Comme H est, dans le second membre de (2), aussi grand que l'on veut, on aurait 
donc simultanément t/^) racine de 



et de 






ce qui (§ 4. 2) est impossible. 
On a djnc bien A ;2f (pour M suffisamment grand). 
Dans les seconds membres des congruences (1) figure certainement une puissance 

(pc — a) multipliée par un coefficient non identiquement nul, où - est une fraction 
réduite. 

De ce système (Ij, Ton déduit alors des fonctions rationnelles C'o,C' 4, ...C'^j^^, telles 
que la fonction 

0(2/. a') = C',_iy'-1 + C'._2y«-2 + ... + C'o, 

pour y = y^^\ vérifie la congruence 

X 
0(y^*), 0?) = (j; — a)* mod. [x - a)^ 

La fraction - est réduite, et il existe deux entiers p et q, tels qtie 



Digitized by 



Google 



\ 



— 64 — 
4els, par conséquent, que ia fonction 

vérifio la congruei^ee 

1 
it, (^/(^^ a?) ^ (a? — a)* mod. [x — a)** 

«t d'une façon plus générale les a congruences 

<3) ^, (i/(ri, 07) = (o) j;~ * (a; ^ ay) mod. (a? - a)« 

(Il =1,2, ...a) 

où tOgj désigne une racine a'^°»« primitive de Tunité. 

Relativement aux P H- Y autres développements de «^ (y, a?) autour des points A^ et 
À^ y nous ne pouvons rien affirmer ici, si ce n'est qu'ils commencent tous par des puis* 
-sances finies de {x — a). 

La fonction que nous venons d'obtenir se rapporte à A^ et nous l'avons désignée 
par t:». Quant aux lettres ir^ et ir , elles représenteront les fonctions analogues relatives 
il A3 et A^. 

6. — Les facteurs f^{y)y /^(y), ff{y) sont irréductibles et distincts; il existe en 
<îonséquence (§ 1. 4), après avoir posé 

9^=f^f^^ 9?=fyfaLf ^Y=/a/p 

<l'autres polynômes en y : ^^^ , Ap , A , l^, L , L , tels que 

A ^oc -+- ^a ^a = * 
<4) /? ^p H- ^p ^? = i J [^ — «] 

/V S -^ ^Y ^Y = M 

Ceci nous donne le moyen, après avoir fixé d'une manière indépendante trois entiers 
M, M', M" aussi grands que l'on veut, de déterminer trois fonctions rationnelles en y et œ, 
-vérifiant les congruences 

G^ (y, 0?) = g^ l^ mod. (a? — a)** 

Gp (î/, a?) = ^p ^p mod. (x — a)^' 

G^ (y, a?) = g^ l^ mod. (a? — àf. 
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Celles-^]', équivalenles aux suivantes 

Gp (y, a?) = 1 — /p ^p mod. [a; -- à)^ 

Gy (y, j;) ^ 1 — A ^Y mod. (a? — a)** , 

nous montrent que Ton a 

(K = l,2,...a) j (îJL = l,2....a) 

GJl/W.a?) = f j , ,M (^^{y^^\cD) = { f . , 

*^^ -^ / mod. (o; — ar pv^f » / ^ mod. (a? — a)* 

G,(r/(l^),x)=0 I Gp(yH^) = 

(jx = 1.2,...«) 

ï^^ ^ / mod. (a?— a)** 

(Hi=a + l,...a4-P) V 

G^(y(»^),a;) = 

7. — Ayant construit les trois fonctions it,, irp, ir^ introduites dans 5, nous pouvons 
alors choisir les nombres M, M', M' de façon que les trois fonctions G^, Go, G^ soient telles 
que le système 



^ai = G« 7t 



[£ = 0,t,2....Ca-l)] 



■a 



= Gq A'^-'* 



(6) { , ^^^ = ^? . 

[A = 0,1,2,.r(r-l)J 



vérifie, à cause de (3) et de (5), les congruences 



;ïï^U (._.)-;]'■" ,g>^o ,;';=o 



f|x = i,2,...a) 



(')( 



v^'^0 ^i>^)^o ^'t^^r . .iiv* 



«i 



(li = a + ; + !,...„) 



8; 
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prises suivant un module (x. — a)" d'exposant fini mais aussi grand que Von voudra ; 
10^,0)0,10^ sont respectivement racines a'*™«, pi*»»» et f^"" primitives deTunilé. 
En désignant le système (6) par {tQi, "nj ... »)„), on obtient : 



,r'i = 



Da 











Dp 











D, 



mod. [x — a)^ 



où, afin d'abréger, npus avons posé : 
{x — aYâ [x-^a] • 



)^a+ «-i 



ix-a) » 



1 ^« 1 ^^* 1 



x«+«-l 



^a + i 



>^«+«-l 



==D^ 



(co^-' (o^-a)^) (<-* (:r- a)^ ... (< ' (a?-a) à) 



et où Dft et D^ ont des significations analogues. 

Or, tous calculs effectués, Ton voit que D^ est égal au produit de [x — fl)^« "^ If 
par la racine carrée du discriminant deTéquation a?* = 1, dont w^j est racine. On a 



a— 1 



a — i 



et de même 



D^ = a^(a? — <7)^« + 



p p— _i 

Dp = p2(^ — a)^p + *~"^ 

D.^ = t2 (-^ — û)^ "^ ""^ 



d'où 



(8) \r,f\^h{x-af^^H^h'^ ^ ^ 



?Lr^ + L=Li 4- TJ^ 



mod. {x — af 



où 6 représente un coefficient numérique différent de zéro. 

Le déterminant | t^f^ 1 n'est pas identiquement nul, de sorte que le système est 
rationnellement indépendant. 
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8. — Toute fonction de la forme 

a-1 ?— 1 Y— 1 

i = y = * = 

dans laquelle le w^, r • et ir^ sont des fondions rationnelles de x finies pour jf = a, 
esl, aux points A^, Aq et A , d'ordre respectivement au moins égal à X^, Xo et X^. 

Dans le cas où les u^ par exemple ne sont pas tous finis pour o? = a, Tordre de la 
fonction r^ au point A^ est nécessairement inférieur à X^ Supposons, en effet, que les 
fonctions rationnelles v, deviennent respectivement infinies d'ordre r» en œ ■= a. Si ti 
est d'ordre au moins égal à X^ au point A^, il en est de même de la fonction 
{x — aY"^ t;, où r désigne la plus grande des quantités positives r,. Or, développées 
dans le voisinage de a; = a, les fonctions rationnelles {x — a)**"""* Ui, sans que toutes 
les constantes C, soient nulles, peuvent s'écrire 



œ — a 



Les premiers termes du développement [x — a)** * r/*^ sont, sans réduction possible : 

\ Xa +«' Xg + « — 1 _ 

Co(a; -aj'ï-^ -f- ... H-C,0^ — a) ^ " * -f- ... h- C (x — a) 

et la fonction {x — a)»"""* tq, au point A^^ ne peut être que d'ordre inférieur à X^. 

On aboutit aux mêmes conclusions pour les v^ et les 2^*. Nous pouvons donc affir- 
mer que toujours, et dans le cas seulement où les t^„ Vj et w^e sont fonctions ration- 
nelles entières pour x = a, la fonction r^ est respectivement aux points A^^, Ap et A^, 

d'ordre au moins égal à X^, Xo et X . 

\ \ \ 
Toute fonction r,, qui admet le diviseur A * A^ A '^ relatif k x = a, peut donc se 

mettre sous la forme (9), dans laquelle les fonctions rationnelles w-, Vj et xo1^ restent finies 
pour x = a. Seules, ces fonctions r^ peuvent, d'autre part, être exprimées ainsi. 
A tout système, tel que celui des rj^^.. r^^ ., irj^j^, nous donnerons en conséquence le 

nom de système fondamental pourx=z a relativement au diviseur A * A^ ^ \^ . 

9. — Pour qu^un système soit fondamental pour x = a relativement à un diviseur 
donné J^ = A'^A}x'^,tl faut et il suffit 

a 3 ï 

i^ que chacune des fonctions du système admettent le diviseur .1, et que 
2° le déterminant de celui-ci soit divisible exactement par 

\ i \ i^ , a — 1 , 3 — i . ï — i 
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où a — l,p — i,Y — i sont les ordres des points de ramification A^, Ag, A^. 

Cet énoncé suppose expressément qu'à j: =^ a ne correspondent que trois points de 
ramification A^. A^et A^et s'étend facilement au cas d'un nombre quelconque. Le 
sens des mots divisible exactement ressort de ce qui va suivre. 

La première des conditions est évidemment nécessaire. 

Si donc les deux systèmes (Ti^^ et (Ç^) sont fondamentaux pour le diviseur Jb, il fau- 
dra tout d*abord que dans les relations 

n n 

i = 1 h=i 

qui les relient l'un à Taulre, les fractions rationnelles a/^j et b^f^ restent finies pour 
x = a. On voit aussi que le déterminant | af^- 1 ne peut devenir ni nul ni infini pour 
a? = a. 

Les développements des deux déterminants 1 ^qI 1 et 1 C . ^ L dans le voisinage de 
'a? = a, doivent en conséquence commencer par une même puissance de x — a. D'après 
(8), ce ne peut être que 

puisque le système (TQai^ai'^vA) est fondamental. La nécessité de la seconde des condi- 
tions se trouve par le fait établie. 

Comme toutes deux sont suffisantes, la démonstration est achevée. 



§13. ^Idéaux el solulion du problème rondaniental. 

1. — Par idéal on entend un ensemble de fonctions qui 

1° sont, en des points déterminés situés par hypothèse à distance finie sur R^, d'or- 
dres respectivement aux moins égaux à des entiers donnés quelconques (positifs, nuls 
ou négatifs), et qui 

2° aux autres points situés à distance finie sur R,, sont toutes régulières. 

Si a représente une fonction d'un idéal quelconque et wj^w^, ... w„, w fonctions entières 
rationnellement indépendantes du corps E(^, y), les fonctions awj, «w^, ... a(o„ appar- 
tiennent à ce même idéal, et sont à leur tour rationnellement indépendantes. Tout 
idéal renferme donc des systèmes de n fonctions rationnellement indépendantes. 

Soit î),, r,j, ...Tin l'un d'entre eux. Il peut arriver que toutes les fonctions de l'idéal^ et 
ces fonctions-là seulement, puissent se mettre sous la forme Wjirji -h u^y\^ -h ... -^ y'n'r\n, 
dans laquelle les t/,, u^^ ... u^ représentent des polynômes entiers en x. Nous disons 
alors que le système tj^, r^g, ... T,„est un système fondamental ou base de T idéal con* 
sidéré. 
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2. — A tout diviseur 

dans lequel les lettres A, ... A(v) sont représentatives de points analytiques deRj. tous 
situés dans le fini, correspond un idéal déterminé I. Dès lofs le problème du§ 11, 1 
peut s*énoncer : 

Trouver toutes les /onctions de Vidêal I, relatif à ^3), finies aux n points supposés 
simples à tinfini de R,. 

Nous pourrons donc le considérer comme résolu, si nous arrivons à construire un 
système fondamental de Tidéal I, permettant de mettre à part les fonctions de I finies 
à l'infini. 

Nous passons tout d'abord à la construction d'un tel sysième. Pour cela, nous pou- 
vons supposer que : 

^''^it^i^ûrg.... élan t les valeurs finies de xqui correspondent aux points A, A\A*'...A(^, 
toutes les lettres représentatives des points analytiques correspondant à ces mêmes va- 
leurs a, figurent aussi dans ce diviseur iD, affeclées s'il le faut de l'exposant zéro ; 

2^ toutes les lettres représentatives des points de ramification de R, figurent égale- 
ment dans ^. 

Un diviseur relatif kx = aj 

^. = a'^^a>...a''^> 

renferme toutes les lettres qui correspondent aux points A Aq ... A^. superposés en 
07:1=0 •. L'indice d • dans A^.doit rappeler qu'autour de A^^ se permutent olj racines de 
l'équation F(y, a?) = qui donne naissance au corps E{x, y). 
Nous écrivons ncainlenant : 

^ = u^j = ^^^^^ ... Jb,, 

ce produit étant étendu à un nombre fini de facteurs Jb;, tous relatifs à des valeurs 
finies de x^ parmi lesquelles toutes celles qui correspondent aux points de ramifica- 
tion de R,. A chaque Jby correspond un système fondamental r^^i, r^^^, ... r^y^ de môme 
nature que le système (6) du § 12, 7. 

3. — Ceci dit, si cp [x) est une fonction rationnelle de x^ quelconque, finie et diffé- 
rente de zéro pour x = fly, le sysième 

est (§ 12, 9), encore fondamental pour x = fl;, relativement à .\>y 

Si nous cboisissons l'entier positif k suffisamment grand, il en sera de même du 
système 

^{x)-rij, -4- (a? — a)%, ... ?(r)r,,-, + (a? — a)%, ... «p(a:)v 4- (a? — a)î„, 
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dans lequel ^i ^3. ••• Cn représentent des fonctions quelconques de E(aT, y). 
Si nous posons en conséquence 

F(^) = *{x) (a? — aj*» (x — a.)*'^ ... [x ^ a,)*' 

où *(jr) représente un polynôme en x qui ne s'annule pas pour x = a,, a,, ... a^, et 
A-j, A,, ... k,j des entiers ponilifs suffisamment gaands, nous voyons que le système 

(1 = 1. 2. ...w) 

sera fondamental pour chacune des valeurs a^,a^, ... a^ relativement à chacun des divi- 
seurs, jbj, Jd^, — {>q. Quant au polynôme ^{x)y nous le supposons choisi de façon que 
les fonctions y),, Oi* .•• ^n soient entières pour toute valeur tinie x= b, dont les lettres 
représentatives des points analytiques correspondants B,, B,, ... B„ ne figurent pas 
dans $. 

Le discriminant du système y)|, t)^, ... Tj„ ainsi construit, restera fini pour toutes ces 
valeurs x= b. Il peut se faire que pour chacune d elles, il soit différent de zéro. 

4. — Dans ce cas (§ 12. 9) toute fonction de la forme 

W, tli -^ Mj ^Ij 4- ... -f- Un r^n 

pour laquelle les fonctions rationnelles u^, m,, ... m„ restent finies pour toute valeur 
finie de x, admettra le diviseur 1^ et sera régulière en tout point h distance finie, donl 
la lettre représentative ne figurera pas dans 'J). 

Réciproquement, toute fonction de E(.r, y) satisfaisant à ces deux conditions, sera de 
la forme ci-dessus. Or les fonctions rationnelles t/,, u,, ... t/„, restant finies pour toute 
valeur finie de la variable, sont nécessairement des polynômes, de sorte que le système 
T)i, ns» ... ^in sera fondamental pour l'idéal I. 

5. — Si, au contraire, le déterminant r,^ n'est pas différent de zéro pour toute 
valeur 6, il ne s*annulera en tous cas que pour un nombre fini : 

(l) ^. ^, ... br 

de ces valeurs de x. Son carré M^. n'est pas autre chose en effet qu'une fonction 
rationnelle de x. 

Le système r,^^ 73^, ... 7>„ n'est alors pas fondamental pour l'idéal L Cependant voici 
comment, par un nombre fini de transformations, l'on peut obtenir un système qui 
le soit. 

Nous prenons a? = 6, et examinons tout d'abord si le système ^ii, /j,, ... r,„ est normal 
pour cette quantité là. Si ce n'est pas le cas, comme k x = b^ ne correspondent que 
des points simples de R,, nous pouvons (§ 11. 4) effectuer les transformations né- 
cessaires pour qu'il le devienne. 
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Soil Bi» OtT ••• ^n le syslème Dornial ainsi obtenu. Nous écrivons, sans que les cons- 
tantes a^^^ soient toutes nulles, 

et avons 

(2) \-f\^0 

Les exposants p, sont tous entiers, de sorte que le système de fonctions 

(î= 1.2, ... n) 

appartient encore à E (a?, y). Chaque fonction ïj est entière et le déterminant Ç. Bnî 

et différent de zéro pour x = b^; c désignant un certain facteur constant, l'on a en 
outre : 

(3) {œ - b,r + ^' + - + "'^ I é;' I = I e;^^ \=c\ r.f I 

Le système Ci, Cf ..• Kn ^st encore fondamental pour chacune des valeurs a^a^i ... a^, 
qui correspondent aux diviseurs Jbj, »,^, ... c^. Ses fonctions sont entières pour toute 
valeur finie h^ dont les lettres représentatives des points analytiques correspondants ne 
sont pas compris dans ^. Les seules valeurs b, qui annulent encore son déterminant 
sont, à cause de (I), (2) et (3) : è,, 63, ... br. 

Nous pouvons donc, après un nombre fini de transformations, aboutir à un système 
tel que celui considéré dans 4, et, ici encore, par conséquent le problème sera résolu. 

6. — Tout système équivalent à un système fondamental, base d*un idéal 1, est lui* 
même fondamental. 

Nous aurons donc toujours (§ 11. 5). dans le cas où tous les points à Tinfini de R^ 
sont simples, des systèmes fondamentaux, bases de 1, normaux pour a? = 00. 

7. — Mettre à part les fonctions de I qui restent finies pour a? =• 00 est maintenant 
chose facile. 

Soit Ti,,Ti2, ... T)„ un système fondamental pour I, normal pour a> = 00. Nous pouvons 
supposer les notations choisies de telle sorte que Ton ait : 

Pi > Pj> Ps ••• > P» 
OÙ Pi représente l'exposant de t),-. 

Si p, est alors le dernier des exposants p, qui soit encore positif ou nul, toutes les 
fonctions de 1, qui restent- finies à Tintini, sont comprises dans la formule 

(4) U^r^^ + W^tj^ -h ... -f- W,^), 
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dans laquelle les degrés respectifs r^, r^, ... r, des polynômes entiers Wj, u^, ,,, u,, doi- 
vent vériûer les inégalités. 

(5) — n -H Pi > 0. 

(t = 1, 2. ... *) 

Cela en vertu du théorème énoncé (§ 11. 6). 

Nous exprimons ce résultat d'une autre manière en remarquant que toute fonction 
de la forme (4), dans laquelle les entiers r» vérifient les inégalités (5), peut être envi- 
sagée comme une fonction linéaire à coefGcients constants des 

' N = (p. + 1) 4- (p. + 1) 4- ... + (p. + 1) 
fonctions 

Tji, œr^i^ ... œ^'T,i {i = 1, 2, ... s). 

Ces N fonctions, que, dans un ordre quelconque, nous désignons par Ç^, C2> •*• ^n* ^^^^ 
linéairement indépendantes. Toute fonction multiple de ^ pourra donc se mettre, mais 
d'une seule façon sous la forme 

Cl q -h Cjj Ç2 + - + c« ÎK 

où C^, C2, ••• Cp, sont des facteurs constants. 

Le problème énoncé au § 11. 1 est maintenant complètement résolu. Nous n'en 
ferons aucune application. Il peut servir de base à la théorie des fonctions algébriques 
d'une variable. Gela suffit à en justifier l'importance. 

Vu et approuvé : 
Paris, le 16 mai 1904. 
Le Doyen de la Faculté des Sciences, 
Paul APPELL. 
Vu et permis d'imprimer : 
Le Vicb-Rbctbur de L'AcADéMis de Paris, 
L. LIARD. 
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